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1.1 Problemstellung und Stand der Technik
Flugmechanische Untersuchungen zum dynamischen Verhalten von Luftfahrzeugen spie-
len bereits in der Fru¨hphase der Flugzeugentwicklung eine wichtige Rolle. Ein wesentliches
Ziel dieser Untersuchungen ist dabei, durch geeignete Maßnahmen im Entwurf der Forde-
rung Rechnung zu tragen, dass die Bewegung des Luftfahrzeuges nach einer Auslenkung
aus einem stationa¨ren Bezugsflugzustand geda¨mpft, d.h. dynamisch stabil ablaufen soll.
Dies kann z.B. durch entsprechende Leitwerksauslegung oder den Einsatz von Flugreglern
geschehen. Theoretische Vorhersagemethoden sind in diesem Zusammenhang besonders
gefordert, da sich experimentelle Untersuchungen zur Flugmechanik (z.B. mit Freiflug-
modellen [2] oder gelenkig aufgeha¨ngten Windkanalmodellen [35]) wegen der Vielzahl
der einzuhaltenden A¨hnlichkeitsparameter oft als sehr aufwa¨ndig erweisen. Dies gilt um
so mehr, wenn Einflu¨sse von Flugreglern oder elastischen Strukturen mit beru¨cksichtigt
werden sollen. Da natu¨rlich dennoch schon vor dem Erstflug eine sichere Vorhersage des
Stabilita¨tsverhaltens vorliegen muss, fa¨llt den theoretischen Verfahren in diesem Umfeld
ein wichtige Rolle zu.
Zur Stabilita¨tsanalyse dynamischer Systeme existieren eine Vielzahl von Methoden.
So kann z.B. die Entwicklung der Zustandsgro¨ßen u¨ber der Zeit bei Versuchen oder Simu-
lationen beobachtet werden, um Information u¨ber das Stabilita¨tsverhalten zu gewinnen.
Alternativ dazu ko¨nnen die Bewegungsgleichungen des Systems analysiert werden. Klas-
sische Methoden zur Stabilita¨tsanalyse basieren in der Regel auf der Betrachtung der
Bewegungsabla¨ufe um Gleichgewichtslagen, an denen die Bewegungsdifferentialgleichun-
gen linearisiert werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass Nichtlinearita¨ten fu¨r einen engen
Bereich um die betrachtete Gleichgewichtslage vernachla¨ssigt und durch lineare Zusam-
menha¨nge ersetzt werden ko¨nnen. Fu¨r solche linearisierten Systeme sind die Lo¨sungen der
Bewegungsgleichungen bekannt und die Stabilita¨tseigenschaften ko¨nnen sofort bestimmt
werden. Zusa¨tzlich erlaubt die Linearisierung eine Aufteilung der Gesamtbewegung in
eine U¨berlagerung von unabha¨ngigen Eigenbewegungsformen und somit eine u¨bersichtli-
che Darstellung der Analyseergebnisse. Die Differentialgleichungen der Flugzeugbewegung
2 1 Einleitung
weisen jedoch im allgemeinen einen hohen Grad an Nichtlinearita¨t auf, wobei die am
Flugzeug angreifenden Luftkra¨fte und Momente einen wesentlichen Beitrag hierzu liefern.
Sie besitzen insbesondere bei hohen Anstellwinkeln einen stark nichtlinearen Charakter.
Hinzu kommen Nichtlinearita¨ten aufgrund der Transformationsmatrizen und Eulerterme
in den Starrko¨rperbewegungsgleichungen, nichtlineares Reglerverhalten sowie eventuell
nichtlineares Verhalten der elastischen Flugzeugstruktur. Linearisierende Analysemetho-
den stoßen daher bei solchen Systemen naturgema¨ß schnell an ihre Grenzen. Die Voraus-
setzung, dass die Nichtlinearita¨ten vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, gilt hier nur fu¨r einen
sehr engen Bereich um die betrachtete Gleichgewichtslage. Bei gro¨ßeren Auslenkungen
aus der Gleichgewichtslage ko¨nnen nichtlineare Effekte wie Grenzzyklen oder Bifurkatio-
nen mit zusa¨tzlichen Gleichgewichtspunkten auftreten, die auf diese Weise nicht erfaßt
werden und somit im Rahmen einer flugdynamischen Stabilita¨tsanalyse leicht u¨bersehen
werden. Zur Analyse von Flugzeugbewegungen wurden daher in der Vergangenheit auch
Methoden aus der Klasse der Mittelwertverfahren verwendet [10, 37, 48]. Dabei werden die
exakten Lo¨sungen durch geeignete Na¨herungsansa¨tze approximiert, welche in die nichtli-
nearen Differentialgleichungen des Systems eingesetzt werden. Dies hat zur Folge, dass die
Lo¨sung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems auf die Lo¨sung eines algebraischen
Gleichungssystems reduziert werden kann.
Grundlage der theroretischen Untersuchungen ist ein mathematisches Modell des be-
trachteten Systems, z.B in Form der Bewegungsdifferentialgleichungen. Luftfahrzeuge,
die eine hohe strukturelle Steifigkeit aufweisen, zeigen eine deutliche Trennung zwischen
den niederfrequenten Eigenschwingungsformen der flugmechanischen Starrko¨rperbewe-
gung und der ho¨herfrequenten elastischen Strukturbewegung. Daher werden u¨blicherweise
bei Modellierung und Analyse der Flugzeugbewegung diese Bewegungsformen getrennt
voneinander betrachtet. Untersuchungen zur flugmechanischen Stabilita¨t und Steuerbar-
keit etwa werden ha¨ufig mit Starrko¨rpermodellen durchgefu¨hrt, bei denen die Struktur-
elastizita¨t vernachla¨ssigt wird. Die aktuelle Tendenz zur Entwicklung neuer Großraum-
flugzeuge mit Kapazita¨ten von u¨ber 600 Passagieren und den damit verbundenen großen
Spannweiten fu¨hrt jedoch zu Konfigurationen, bei denen sich diese Frequenzen so sehr
anna¨hern, dass eine getrennte Betrachtung von flugmechanischen und strukturmechani-
schen Eigenschaften zu erheblichen Fehlern fu¨hren kann. Bei den geplanten Spannwei-
ten und Rumpfla¨ngen muß von Strukturschwingungsmoden ausgegangen werden, deren
niedrigsten Frequenzen wenige Hz betragen [41] und somit durchaus an die Eigenfrequen-
zen der flugmechanischen Schwingungen heranreichen. In [44] sind allein zehn spezifische
Beispiele zitiert, bei denen Probleme in der Flugerprobung auftraten, die auf eine un-
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zureichende Modellierung der aeroelastischen Effekte in Flugdynamik und Reglerentwurf
zuru¨ckzufu¨hren waren. Das aeroelastische Verhalten muss also bei solchen Flugzeugen mit
in die flugmechanischen Stabilita¨tsbetrachtungen einbezogen werden, d.h. die mathema-
tische Modellierung des Systems muss die gekoppelten Bewegungsdifferentialgleichungen
der Starrko¨rper- und der Strukturdynamik umfassen.
1.2 Ziel und Aufbau der Arbeit
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Methode zur Stabilita¨tsanalyse nichtlinearer Syste-
me bereitzustellen und ihre Anwendung auf nichtlineare Flugzeugmodelle zu demonstrie-
ren. Die dynamische Analyse soll das Stabilita¨tsverhalten insbesondere unter Beru¨cksichti-
gung der nichtlinearen Effekte umfassen, wobei die in Zulassungsvorschriften verwendeten
Bewertungskriterien fu¨r Flugeigenschaften (Da¨mpfung und Frequenz der Eigenbewegungs-
form sowie die zugeho¨rigen Amplituden- und Phasenverha¨ltnisse der Zustandsgro¨ßen) bei-
behalten werden. Dabei soll bei der Modellierung der untersuchten Flugzeuge auch der
Einfluss der Flexibilita¨t auf das Flugverhalten in ada¨quater Weise beru¨cksichtigt werden.
Kapitel 2 gibt zuna¨chst einen U¨berblick u¨ber Verfahren der Stabilita¨tsanalyse und
erla¨utert dann die in dieser Arbeit angewandte und weiterentwickelte Methode zur appro-
ximativen Stabilita¨tsanalyse nichtlinearer Systeme (ASTAN-Verfahren),[37, 22, 46, 47].
Dieses den Mittelwertmethoden zuzuordnende Verfahren knu¨pft in einer verallgemei-
nerten Form an die lineare Eigenwertanalyse an. Es wird davon ausgegangen, dass die
Bewegungsgleichungen eines nichtlinearen Systems auch bei großen Auslenkungen aus
der Gleichgewichtslage durch Lo¨sungsansa¨tze in Eigenformgestalt erfu¨llt werden ko¨nnen,
wenn die Kenngro¨ßen (Eigenwerte und Eigenvektoren) als Funktionen der Auslenkung
beschrieben werden. Die Ermittlung dieser Funktionen erfolgt dabei in Erweiterung der
BTS-Methode [48, 10] u¨ber einen approximativen Ansatz, der auch die Ableitungen der
Kenngro¨ßen nach der Auslenkung beru¨cksichtigt. Als Ergebnis der Approximation lie-
gen das Da¨mpfungs- und Frequenzverhalten der betrachteten Bewegungsform sowie die
Amplituden- und Phasenbeziehungen aller Systemzustandsgro¨ßen innerhalb der Bewe-
gungsform in Abha¨ngigkeit der momentanen Auslenkung aus der Gleichgewichtslage vor.
Diese Vorgehensweise erlaubt es, bei Beibehaltung der Eigenformdarstellung den Einfluß
von Nichtlinearita¨ten auf die Systemdynamik zu beru¨cksichtigen und somit auch nicht-
lineare Effekte wie zusa¨tzliche Gleichgewichtslagen oder Grenzzyklen zu erfassen. Die
Anwendung der Methode und potentielle Schwierigkeiten werden am Ende von Kapitel 2
anhand eines nichtlinearen Feder-Masse-Da¨mpfersystems demonstriert.
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Bevor in den Kapiteln 4 und 5 auf die Modellierung und Analyse zweier Flugzeugkon-
figurationen eingegangen wird, fasst Kapitel 3 in einer kurzen U¨bersicht die Ursachen der
dabei zu erwartenden Nichtlinearita¨ten zusammen.
Bei der ersten untersuchten Konfiguration handelt es sich um ein auf die
Starrko¨rperla¨ngsbewegung beschra¨nktes Modell eines agiles Flugzeuges. Aufgrund des
großen operationellen Anstellwinkelbereiches treten bei dieser Konfiguration stark nicht-
lineare Luftkra¨fte auf. Kapitel 4 beschreibt zuna¨chst die vereinfachte Modellierung dieser
Konfiguration und stellt daran anschließend einige Ergebnisse der nichtlinearen Analyse
vor.
Kapitel 5 beschreibt als zweite Flugzeugkonfiguration die Modellierung und Analyse
eines elastischen Großflugzeuges. Nach einer U¨bersicht u¨ber die fu¨r diese Problemstel-
lung in Frage kommenden Modellierungsmethoden wird das verwendete Verfahren im De-
tail erla¨utert. Dabei wird bezu¨glich der Systemdynamik davon ausgegangen, dass fu¨r die
Starrko¨rperfreiheitsgrade große Auslenkungen mit entsprechenden nichtlinearen Differen-
tialgleichungen mo¨glich sind. Die strukturelle Deformation hingegen wird als ausreichend
klein angenommen, um von einem linearen Steifigkeitsverhalten ausgehen zu ko¨nnen. Die
Bewegung der elastischen Freiheitsgrade und der Starrko¨rperfreiheitsgrade wird schließlich
u¨ber ein gekoppeltes nichtlineares Bewegungsdifferentialgleichungssystem beschrieben. Im
Anschluss an die Darstellung des Modells folgt die nichtlineare Analyse der auftretenden
Bewegungsformen an ausgewa¨hlten Gleichgewichtszusta¨nden. Abgeschlossen wird Kapitel
5 mit der Analyse des Einflusses einfacher Reglerstrukturen auf das nichtlineare Verhalten
des Flugzeuges.
52 Stabilita¨tsanalyse
Beim Entwurf technischer Systeme wird im allgemeinen ein ”stabiles” Verhalten ange-
strebt. In der Praxis bedeutet dies, dass jede beschra¨nkte A¨nderung einer Eingangsgro¨ße
des Systems auch nur eine beschra¨nkte A¨nderung der Zustandsgro¨ßen hervorrufen darf
[6]. Asymptotische Stabilita¨t liegt vor, wenn das System nach der Ru¨cknahme der A¨nde-
rung des Eingangssignals zu seinem vorherigen stationa¨ren Zustand zuru¨ckkehrt. So wird
beispielsweise von einem stationa¨r fliegenden Flugzeug verlangt, dass es zwar beim Durch-
fliegen einer Bo¨e zu A¨nderungen in Fluggeschwindigkeit, Nicklage usw. kommen darf, dass
jedoch nach Abklingen der Bo¨e das Flugzeug wieder in seinen urspru¨nglichen stationa¨ren
Bezugsflugzustand zuru¨ckkehren muss. Bei linearen Systemen reduziert sich diese For-
derung darauf, dass die Eigenwerte der Jacobimatrix des Systems im Bezugsflugzustand
ausschließlich negative Realteile besitzen. Fu¨r nichtlineare Systeme ko¨nnen solche globa-
len Stabilita¨tsaussagen allerdings nicht so einfach aufgestellt werden. So kann z.B. ein
nichtlineares System bezu¨glich eines stationa¨ren Gleichgewichtspunktes bei kleinen Aus-
lenkungen aus der Gleichgewichtslage ein stabiles Verhalten aufweisen, bei gro¨ßeren Aus-
lenkungen bzw. Sto¨rungen jedoch in ein instabiles Verhalten umschlagen. Ebenso ist es
mo¨glich, dass z.B. eine instabile Schwingung eine kritische Amplitude nicht u¨berschreitet
und so zu einem Grenzzyklus mit konstanter Amplitude wird.
In der Literatur finden sich eine Vielzahl von Arbeiten, die sich mit der Analyse
nichtlinearer Probleme bescha¨ftigen. In diesem Kapitel wird daher zuna¨chst eine kurze
U¨bersicht u¨ber Methoden zur Stabilita¨tsanalyse nichtlinearer Systeme gegeben und dar-
an anschließend das verwendete Verfahren erla¨utert. Am einfachen Beispiel eines Feder-
Massenschwingers mit nichtlinearen Federkennlinien werden schließlich die Anwendung
sowie potentielle Schwierigkeiten demonstriert.
2.1 Methoden zur Stabilita¨tsanalyse nichtlinearer Systeme
Soll ein nichtlineares technisches System im Hinblick auf sein Stabilita¨tsverhalten un-
tersucht werden, so bietet sich als erstes die Beobachtung der zeitlichen Entwicklung
seiner Zustandsgro¨ßen an. Die so gewonnenen Zustandsgro¨ßenverla¨ufe lassen sich dann in
Hinblick auf Da¨mpfung, Frequenz, Gleichgewichtslagen, Grenzzyklen usw. z.B mit Hilfe
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von Poincare´-Schnitten, numerischer Bestimmung der Ljapunovexponenten oder Fourier-
analysen untersuchen [33, 13, 54]. Diese Vorgehensweise ermo¨glicht sowohl die Untersu-
chung von realen Systemen, deren zugrundeliegenden Differentialgleichungen unbekannt
sein ko¨nnen, als auch von mathematischen Modellen, deren Zeitverla¨ufe der Zustands-
gro¨ßen durch Integration gewonnen werden ko¨nnen. Um jedoch ein vollsta¨ndiges Bild des
Stabilita¨tsverhaltens zu erhalten, wa¨re es prinzipiell notwendig die zeitliche Entwicklung
unendlich vieler Anfangszusta¨nde zu beobachten und zu analysieren. Selbst wenn nur eine
begrenzte Anzahl von Anfangszusta¨nden betrachtet werden muss, ko¨nnen Untersuchun-
gen von Zeitreihen, besonders in Anbetracht der bei schwacher Da¨mpfung oder geringer
Instabilita¨t notwendigen großen Beobachtungs- bzw. Integrationszeitspanne, schnell sehr
aufwa¨ndig werden.
Fu¨r Systeme, deren Differentialgleichungen bekannt sind, ko¨nnen sich daher andere
Verfahren besser eignen. Fu¨r viele technische Problemstellungen ist vor allem das Stabi-
lita¨tsverhalten an Gleichgewichtspunkten des Systems von Interesse. Wenn die Stabilita¨ts-
aussage auf eine enge Nachbarschaft des Gleichgewichtspunktes beschra¨nkt bleiben kann,
bietet sich eine Linearisierung der Differentialgleichungen des Systems an dem gewa¨hl-
ten Gleichgewichtspunkt an. Anhand der Eigenwerte der Jacobimatrix an diesem Punkt
ko¨nnen dann Aussagen u¨ber die lokale Stabilita¨t gemacht werden [18]. Aufbauend auf der
linearisierenden Analyse haben sich besonders bei Systemen, die selbst bei geringer Varia-
tion ihrer Kontrollparameter (z.B. Steuerfla¨chenausschla¨ge beim Flugzeug) eine abrupte
Vera¨nderung des Stabilita¨tscharakters aufweisen ko¨nnen, Methoden der Bifurkationsana-
lyse bewa¨hrt [45, 27, 1, 8, 26]. Dabei wird im Zustands-Kontroll-Raum die Vera¨nderung
des Gleichgewichtspunktes und seiner linearisierten Stabilita¨tscharakteristik bei Variation
eines oder mehrerer Kontrollparameter beobachtet. Die Variation der Kontrollparameter
geschieht im stationa¨ren Sinne, so dass sie bezu¨glich der Systemdynamik als konstant an-
gesehen werden ko¨nnen. Bifurkationsmethoden erlauben so nichtlineare Pha¨nomene, wie
z.B. die Verzweigung bzw. Verschmelzung von Gleichgewichtslagen oder die Entstehung
von Grenzzyklen und die damit verbundenen Stabilita¨tsvera¨nderungen zu analysieren.
Die Ljapunovsche Methode ermo¨glicht es, die Stabilita¨t einer Gleichgewichtslage auch
fu¨r nichtlineare Systeme analytisch zu bestimmen [39, 33]. Dabei wird eine Lo¨sung als
stabil im Sinne Ljapunovs bezeichnet, wenn fu¨r jedes ² > 0 ein δ > 0 existiert, so dass
fu¨r alle Nachbarlo¨sungen, deren Abstand a zur Zeit t0 kleiner als δ war gilt, dass a(t)
fu¨r alle Zeiten t kleiner als ² bleibt. Fu¨r ein autonomes System x˙ = F (x;M ) sei x0 ein
Gleichgewichtspunkt fu¨r die Kontrollparameter M0. Wenn nun eine skalare ”Ljapunov-
Funktion” V (x;M ) gefunden werden kann, die in der Nachbarschaft von x0 so definiert
ist, dass V (x0;M0) = 0 und V (x;M ) > 0 fu¨r x 6= x0, so gilt fu¨r die Ableitung von
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V entlang der Lo¨sungskurve von x˙ = F (x;M ), dass x0 stabil ist im Sinne Ljapunovs
wenn V˙ ≤ 0. In der Praxis stellt sich das Auffinden einer geeigneten Ljapunov-Funktion
allerdings ha¨ufig als schwierig heraus, insbesondere bei nichtlinearen Systemen mit vielen
Freiheitsgraden. Daru¨ber hinaus liefert die Ljapunovsche Methode nur eine Aussage, ob
die Bewegungen des Systems stabil oder instabil verlaufen, jedoch nicht u¨ber Da¨mpfungs-
und Frequenzverhalten einzelner Bewegungsformen.
Fu¨r viele technische Probleme ist allerdings gerade das Da¨mpfungs- und Frequenz-
verhalten von besonderem Interesse und zwar nicht nur in enger Umgebung der Gleich-
gewichtslagen, sondern auch fu¨r Anfangsbedingungen, die relativ weit vom Bezugspunkt
entfernt liegen. In der Literatur finden sich daher zahlreiche klassische Arbeiten, die diese
Problemstellung mit Hilfe analytischer Na¨herungsverfahren behandeln. Zu den bekannte-
sten Vertretern der analytischen Verfahren za¨hlen die Sto¨rungsrechnung, die Variations-
prinzipien und die Mittelwertverfahren [16, 21, 25]. Die gemeinsame Vorgehensweise dieser
Verfahren ist dabei, das nichtlineare Systemverhalten mit Hilfe von Na¨herungsansa¨tzen
durch eine Anzahl repra¨sentativer Bewegungsformen zu approximieren. Die Lo¨sung des
Problems kann dann durch Einsetzen der Na¨herungsgleichungen in die Differentialglei-
chungen des Systems im Falle der Sto¨rungsrechnung auf die Lo¨sung eines einfacheren
nichtlinearen Differentialgleichungssystems und im Fall der Variationsprinzipien und Mit-
telwertverfahren eines nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems reduziert werden.
Viele dieser Verfahren wurden allerdings in Hinblick auf bestimmte nichtlineare Problem-
stellungen, z.B. der Himmelsmechanik bei der keine Reibungseffekte auftreten, entwickelt
und sind somit eng mit der spezifischen Form der entsprechenden nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungssysteme verknu¨pft. Daher sind sie z.T. nur schwer auf andere Aufgaben
u¨bertragbar. Eine Ausnahme bilden hier die Mittelwertmethoden, die sowohl bei reibungs-
behafteten Systemen als auch bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden angewandt werden
ko¨nnen. Erstmals von Van der Pol zur Analyse eines oszillierenden nichtlinearen Systems
mit einem Freiheitsgrad angewandt [20], wurde die Methode zuna¨chst von Krylow und
Bogoljubow [4, 25] und spa¨ter von Beecham, Titchener und Simpson [3, 10, 48] verall-
gemeinert und auf mehrere Freiheitsgrade erweitert. In der Arbeit von Reitenbacher [37]
wurden schließlich einige Vereinfachungen der Methode nach Beecham, Titchener und
Simpson aufgehoben, so dass zum Lo¨sen der algebraischen Bestimmungsgleichungen von
einem iterativen Ansatz mit den dort z.T. auftretenden Konvergenzproblemen zu einer
direkten Bestimmung u¨bergegangen werden konnte. Das Verfahren nach Reitenbacher
wurde in dieser Arbeit erweitert und angepasst und wird im Folgenden als Verfahren
zur ”Approximativen Stabilita¨tsanalyse Nichtlinearer Systeme” (ASTAN-Verfahren) be-
zeichnet.
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2.2 Angewandte Approximationsmethode
Das ASTAN-Verfahren wurde im Verlauf der vorliegenden Arbeit zur Stabilita¨tsanalyse
verwendet und soll daher ausfu¨hrlicher beschrieben werden. Dieses den Mittelwertme-
thoden zuzuordnende Verfahren knu¨pft in einer verallgemeinernden Form an die lineare
Eigenwertanalyse an. Es wird davon ausgegangen, dass die Bewegungsgleichungen des
nichtlinearen Systems auch bei großen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage durch
Lo¨sungsansa¨tze in Eigenformgestalt dargestellt werden ko¨nnen, wenn die Kenngro¨ßen der
Bewegung (Eigenwerte und Eigenvektoren) als Funktionen der Auslenkung beschrieben
werden. Diese Vorgehensweise erlaubt es, die aus der linearen Stabilita¨tsanalyse vertrau-
ten und etwa in Zulassungsvorschriften (z.B. MIL-STD-1797 [30] fu¨r Stabilita¨tsverhalten
von Flugzeugbewegungen) verwendeten Begriffe wie Da¨mpfung, Frequenz, Eigenbewegung
und Eigenform in einem erweiterten Sinne weiter zu verwenden und trotzdem den Einfluss
der Nichtlinearita¨ten auf die Systemdynamik zu erfassen. Die Begriffe ”Da¨mpfung” und
”Frequenz” bezeichnen dabei im Folgenden stets den Realteil δ bzw. den Imagina¨rteil ω
des betrachteten Eigenwertes.
2.2.1 Einfu¨hrung
Mittelwertmethoden zur Lo¨sung nichtlinearer oszillatorischer Probleme zeichnen sich da-
durch aus, dass eine hochaufgelo¨ste, detaillierte Beschreibung der Bewegung innerhalb
eines bestimmten Schwingungszyklusses durch Gla¨ttung mittels Integration u¨ber dem Zy-
klus vereinfacht wird. So bleiben nur die fu¨r den nichtlinearen Charakter repra¨sentativen
Parameter, na¨mlich die A¨nderung von Amplitude a(t) und Frequenz ω(t) u¨ber der Zeit
als beschreibende Gro¨ßen der Bewegung erhalten. Der Aufwand zur Untersuchung eines
Systems reduziert sich (z.B. im Vergleich zur direkten Zeitintegration der Bewegungsglei-
chung) erheblich, allerdings beinhaltet der Prozess der Mittelung natu¨rlich auch einen
Verlust an Genauigkeit. Fu¨r viele ingenieurtechnische Anwendungsbereiche ist dieser Ge-
nauigkeitsverlust jedoch unerheblich, wa¨hrend eine Beschreibung der Bewegung u¨ber die
Da¨mpfung δ(t) = a˙(t)/a(t) und Frequenz ω(t) insbesondere bei Stabilita¨tsbetrachtungen
anschaulicher sein kann als der detaillierte Verlauf von x(t). Mittelwertverfahren ko¨nnen
daher hier von großem Nutzen sein.
Fu¨r Systeme in der Form
x¨+ Ω2x+ pH(x, x˙) = 0
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mit nur einem Freiheitsgrad (H entha¨lt die Nichtlinearita¨ten des Systems mit einem Pro-
portionalita¨tsfaktor p ¿ 1) fu¨hrten Krylow und Bogoljubow [25, 20, 4, 32] die asym-
ptotischen Mittelwertmethoden ein, die sich dadurch auszeichnen, dass die Lo¨sung des
nichtlinearen Systems in einem ersten Approximationsschritt in Analogie zum linearen
System in der Form
x(t) = a(t) cosφ(t)
angenommen wird, wobei die Amplitude a(t) und die Phase φ(t) jeweils Funktionen der
Zeit sind. Die Ermittlung der Verla¨ufe a(t) und φ(t) erfolgt dabei, wie spa¨ter gezeigt wird,
mit Hilfe der Mittelung u¨ber einer Schwingungsperiode unter einigen vereinfachenden
Annahmen. Approximationen ho¨herer Ordung wurden in Form einer Potenzreihe
x(t) = a(t) cosφ(t) +
m∑
l=1
plQl [a(t), φ(t)]
entwickelt. Dabei sind die Funktionen Ql [a(t), φ(t)] orthogonale, periodische Kreisfunk-
tionen der Phase φ(t) und der momentanen Auslenkung a(t). Das Mittelungsprinzip wird
in diesem Zusammenhang dazu benutzt, die jeweils ho¨herfrequenten Oszillationen her-
auszufiltern. Krylow und Bogoljubow konnten unter Ausnutzung von Fouriers Theorem
zeigen, dass solch ein Lo¨sungsansatz fu¨r jedes gegebene Zeitintervall asymptotisch gegen
die exakte Lo¨sung strebt.
2.2.2 Methode von Beecham und Titchener
Beecham und Titchener [3, 49] erweiterten in den siebziger Jahren das Verfahren, indem
sie auf einige Vereinfachungen der klassischen asymptotischen Methode verzichteten. Bei
ihren Untersuchungen gingen sie von einem eindimensionalen System der Form
x¨+ F (x, x˙) = 0 (2.1)
aus, in dem F nichtlinear ist. Auch hier wird die Lo¨sung in Analogie zu einem linearen
System durch
x = a(t) cosφ(t)
ausgedru¨ckt, wobei die Amplitude a(t) und die Phase φ(t) wiederum jeweils Funktionen
der Zeit sind. Dann sind
x˙ = a˙ cosφ− a φ˙ sinφ
und
x¨ = a¨ cosφ− 2 a˙ φ˙ sinφ− a φ¨ sinφ− (φ˙)2 a cosφ.
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Einsetzen in Gleichung (2.1) und Verwendung von ω(t) fu¨r φ˙(t) ergibt
−x¨ =
[
ω2a− a¨
]
cosφ+ [2ω a˙+ ω˙ a] sinφ = F [a cosφ, a˙ cosφ− ω a sinφ] . (2.2)
Unter der Annahme, dass die Amplituden- und Frequenza¨nderung wa¨hrend eines beliebi-
gen Schwingungszykluses ”klein genug” sind, kann u¨ber einen Zyklus integriert werden,
wobei die eingeklammerten Terme in Gleichung (2.2) nun nicht mehr als momentane
Gro¨ßen, sondern als Werte interpretiert werden, die bei einer bestimmten Amplitude a
gu¨ltig sind. Multiplikation von Gleichung (2.2) mit sinφ bzw. cosφ und Integration ergibt
unter Ausnutzung der Orthogonalita¨tseigenschaften der Kreisfunktion
2ω a˙+ ω˙ a =
1
pi
2pi∫
0
F sinφ dφ (2.3)
und
ω2a− a¨ =
1
pi
2pi∫
0
F cosφ dφ. (2.4)
In dem originalen Krylow-Bogoljubowschen Verfahren werden an dieser Stelle die Terme
ω˙ a in Gleichung (2.3) und a¨ in Gleichung (2.4) vernachla¨ssigt, so dass direkt auf die
gesuchten Parameter δ und ω in Abha¨ngigkeit der Amplitude a geschlossen werden kann:
δ =
a˙
a
'
1
2pi ω a
2pi∫
0
F sinφ dφ (2.5)
und
ω2 '
1
pi a
2pi∫
0
F cosφ dφ. (2.6)
Die Unzula¨ssigkeit dieser Vereinfachung zeigt sich allerdings schon am Beispiel eines ein-
fachen linearen, geda¨mpften Systems der Form
x¨+ Ax˙+Bx = 0. (2.7)
Die bekannte exakte Lo¨sung dieses Problems lautet
δ = −
A
2
und ω2 = B −
A2
4
. (2.8)
Die Gleichungen (2.5) und (2.6) liefern jedoch mit
F = [A (a˙ cosφ− ω a sinφ ) +B a cosφ]
2.2. Angewandte Approximationsmethode 11
δ ' −
A
2
und ω2 ' B −
A2
2
.
Der Einfluss des geschwindigkeitsproportionalen Da¨mpfungsparameters A auf die Fre-
quenz wird um den Faktor 2 u¨berbewertet. Die Vernachla¨ssigungen erweisen sich also
schon fu¨r diesen einfachen Fall als erhebliche Fehlerquelle.
Beecham und Titchener zeigten, dass auch ohne die Krylow-Bogoljubowschen Ver-
nachla¨ssigungen eine iterative Lo¨sung fu¨r die Da¨mpfungs- und Frequenzparameter gefun-
den werden kann. Mit den Abku¨rzungen
f1(a, δ, ω) =
1
pia
2pi∫
0
F sinφ dφ und f2(a, δ, ω) =
1
pia
2pi∫
0
F cosφ dφ
und unter Beachtung von
d(·)
dt
= δa
d(·)
da
= δa(·)′ (2.9)
la¨sst sich Gleichung (2.3) umformen zu
δ =
f1
2ω
[
1 +
a(ω2)′
4ω2
] (2.10)
und Gleichung (2.4) zu
ω2 = δ2 + aδδ′ + f2. (2.11)
Die Gleichungen (2.10) und (2.11) sind allerdings nur zwei Bestimmungsgleichungen fu¨r
die insgesamt vier Kenngro¨ßen δ(a), ω(a), (ω(a)2)
′
und δ(a)′. Um dennoch zu einer Lo¨sung
zu gelangen, werden in einer ersten Na¨herung die Ableitungen nach der Amplitude (ω2)′
und δ′ vernachla¨ssigt, was zu
δ '
f1
2ω
(2.12)
und
ω2 ' δ2 + f2 (2.13)
fu¨hrt. Gleichung (2.12) ist identisch mit Gleichung (2.5) der Krylow-Bugoljubowschen
Methode, wa¨hrend in Gleichung (2.13) im Vergleich zu (2.6) der zusa¨tzliche Term δ2 auf-
taucht. Somit liefert Gleichung (2.13) nun das exakte Ergebnis fu¨r die Frequenz im Fall
der vorher betrachteten linearen, geda¨mpften Schwingung (Gl. (2.8)). Fu¨r komplexere
Systeme kann die erste Na¨herung verbessert werden, indem durch differenzieren der Glei-
chungen (2.12) und (2.13) die Terme (ω2)′ und δ′ bestimmt werden und diese dann in die
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Gleichungen (2.10) und (2.11) eingesetzt werden. Ha¨ufig ist es no¨tig, das Ergebnis durch
weitere Iterationen zu verbessern.
Auf diese Weise werden also Ausdru¨cke gefunden, durch die die Da¨mpfung δ und die
Frequenz ω nur noch als Funktionen der lokalen Amplitude a und der Parameter in F aus
der Differentialgleichung dargestellt werden. Da sie unabha¨ngig von den Anfangsbedin-
gungen des Problems sind, ko¨nnen sie ohne prinzipielle Schwierigkeit auch bis zu großen
Werten von a entwickelt werden. Diese Methode wurde in [40] und [49], neben der Analy-
se klassischer nichtlinearer Probleme wie den Duffing- und Van-der-Pol-Gleichungen auch
schon bei nichtlinearen flugmechanischen Problemen verwendet.
2.2.3 BTS-Verfahren
In dem als Beechham-Titchener-Simpson-Methode (BTS-Methode) [48, 10] bekannt ge-
wordenen Verfahren hat Simpson das Verfahren von Beecham und Titchener schließlich
auf Systeme mit n Freiheitsgraden erweitert. Die Differentialgleichungen des zu untersu-
chenden Systems lauten jetzt
x¨+ F (x, x˙) = 0 (2.14)
mit dem Lo¨sungsansatz
x = a(t) [ρ(t)sinφ(t) + η(t)cosφ(t)] . (2.15)
Darin sind
ρ(t) = {1, ρ2(t), ρ3(t), . . . , ρn(t)}
und
η(t) = {0, η2(t), η3(t), . . . , ηn(t)} .
Die Formulierung des Lo¨sungsansatzes knu¨pft damit an die Eigenformdarstellung linea-
rer Systeme an. Dabei entsprechen ρ und η dem Real- bzw. Imagina¨rteil des auf die
erste Komponente normierten Eigenvektors und δ = a˙/a und ω = φ˙ dem Real- bzw.
Imagina¨rteil des Eigenwertes. Im Folgenden werden daher die Bezeichnungen Eigenbewe-
gung, Eigenwert und Eigenvektor in einem erweiterten Sinne auch fu¨r den nichtlinearen
Fall weiterverwendet, wobei es sich nun nicht mehr um konstante, sondern um zeit- bzw.
amplitudenabha¨ngige Werte handelt. Die Zeitableitungen von x lassen sich zu
x˙ = a [{δ(ρ+ aρ′)− ωη} sinφ+ {δ(η + aη′) + ωρ} cosφ] (2.16)
und
x¨ = a
[{
(δ2 − ω2)ρ− 2δωη +∆y
}
sinφ
+
{
(δ2 − ω2)η + 2δωρ+∆z
}
cosφ
] (2.17)
2.2. Angewandte Approximationsmethode 13
mit den Abku¨rzungen
∆y = δ2(3aρ′ + a2ρ′′) + aδ(δ′ρ+ aδ′ρ′ − ω′η − 2ωη′) (2.18)
bzw.
∆z = δ2(3aη′ + a2η′′) + aδ(δ′η + aδ′η′ + ω′ρ+ 2ωρ′) (2.19)
bestimmen. Damit ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fu¨r Da¨mpfung und Frequenz
analog zum Vorgehen bei einem Freiheitsgrad zu
(δ2 − ω2)ρ− 2δωη +∆y + F1(a.δ, ω,ρ,η,ρ
′,η′) = 0 (2.20)
(δ2 − ω2)η + 2δωρ+∆z + F2(a.δ, ω,ρ,η,ρ
′,η′) = 0 (2.21)
mit
F1 =
1
pia
2pi∫
0
F sinφ dφ , F2 =
1
pia
2pi∫
0
F cosφ dφ
und
F = F ( a [ρsinφ+ ηcosφ] ,
a [{δ(ρ+ aρ′)− ωη} sinφ+ {δ(η + aη′) + ωρ} cosφ] ) .
Mit den Gleichungen (2.20) und (2.21) stehen nun 2n Bestimmungsgleichungen fu¨r ins-
gesamt 4n Variablen (δ, ω, δ′, ω′ und je n − 1 Komponenten von ρ,η,ρ′ und η′) zur
Verfu¨gung. Fu¨r eine erste Na¨herung wird daher ∆ysinφ+∆zcosφ = 0 gesetzt, wodurch
alle Derivativa von δ, ω,ρ und η zu Null werden. Damit werden die Bestimmungsgleichun-
gen (2.20) und (2.21) in erster Na¨herung zu
(δ2 − ω2)ρ− 2δωη + F1(a.δ, ω,ρ,η) = 0 (2.22)
und
(δ2 − ω2)η + 2δωρ+ F2(a.δ, ω,ρ,η) = 0. (2.23)
Wie im Verfahren fu¨r einen Freiheitsgrad ko¨nnen die Resultate durch Ableitung der Er-
gebnisse der ersten Na¨herung nach der Amplitude a und Einsetzen in die Gleichungen
(2.20) und (2.21) iterativ verbessert werden.
Das BTS-Verfahren liefert oft schon in der ersten Na¨herungsstufe gute Ergebnisse. Bei
manchen Aufgabenstellungen ist jedoch eine iterative Verbesserung zwingend notwendig.
Hier stellt sich das Konvergenzverhalten des rekursiven Iterationsprozesses in der Praxis
allerdings oft als problematisch heraus [37]. Ha¨ufig fu¨hrt die Iteration nicht zu einem ein-
deutigen Ergebnis, so dass Aussagen zur Na¨herungsgu¨te letztendlich nur am konkreten
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Anwendungsfall getroffen werden ko¨nnen. Daru¨ber hinaus erfordert die Mittelwertbildung
u¨ber einen Schwingungszyklus einen oszillatorischen Charakter des untersuchten dynami-
schen Systems. Fu¨r stark geda¨mpfte oder angefachte, aperiodische Systeme ist das Ver-
fahren daher nicht geeignet. Die Folgenden auf der BTS-Methode aufbauenden Verfahren
(Verfahren nach Reitenbacher und ASTAN-Verfahren) umgehen diese beiden Nachteile
(Konvergenzschwierigkeiten und Beschra¨nkung auf oszillatorische Probleme) durch Ap-
proximation der Ableitungen wa¨hrend des Entwicklungsprozesses und Mittelung u¨ber ein
geeignetes Intervall im Zeitbereich bei aperiodischen Bewegungen [37, 22, 46].
2.2.4 Verfahren nach Reitenbacher und ASTAN-Verfahren
Zur Analyse mit dem Verfahren nach Reitenbacher wird das Differentialgleichungssystem
(2.14) zuna¨chst in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung umgeformt:
x˙(t) = f(x(t),u0) (2.24)
Der Vektor u0 dient dabei zur Beschreibung konstanter, externer Systemparameter. Der
Na¨herungsansatz fu¨r oszillierende Eigenbewegungsformen lautet dann
x(t) = x0 + a · [ρsinφ− ηcosφ] + a · ν. (2.25)
Dies entspricht formal dem Lo¨sungsansatz des um eine Gleichgewichtslage x0 linearisier-
ten Systems, wobei hier die Eigenwerte µi(a(t)) = δi(a(t)) + iωi(a(t)) und Eigenvektoren
κi(a(t)) = ρi(a(t)) + iηi(a(t)) wiederum nicht als konstant, sondern als Funktionen der
Auslenkungsamplitude a aus dem betrachteten Gleichgewicht angenommen werden. Der
zusa¨tzlich im Na¨herungsansatz eingefu¨hrte Vektor ν(a) erlaubt die Beru¨cksichtigung von
Asymmetrien in den Nichtlinearita¨ten und kann physikalisch entsprechend Abbildung 2.1
als Verschiebung des lokalen Oszillationszentrums interpretiert werden [49]. Der Vektor ν
wird daher auch als Verschiebungsvektor bezeichnet. Fu¨r verschwindende Auslenkungen
a aus der Gleichgewichtslage strebt der Ansatz (2.25) gegen die linearisierte Lo¨sung.
Die zeitliche Ableitung des Lo¨sungsansatzes ergibt
x˙(t) = a˙ · {ρcosφ− ηsinφ}+ a ·
{(
ρ˙cosφ− ρφ˙sinφ
)
− a ·
(
η˙sinφ− ηφ˙cosφ
)}
+ a˙ · ν + a · ν˙ . (2.26)
Fu¨r die zeitlichen Ableitungen der Amplitude, der Phase und der Kenngro¨ßen (Eigenwerte,
Eigenvektoren und Verschiebungsvektor) gelten die Beziehungen a˙ = aδ, φ˙ = ω und
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Abbildung 2.1: Verschiebungsvektor ν
Gleichung (2.9).
Damit wird Gleichung (2.26) zu
x˙ = a{(δρ+ aδρ′ − ωη) cosφ− (δη + aδη′ + ωρ) sinφ}+ a(δν + aδν ′) . (2.27)
In dem Ausdruck fu¨r die zeitliche Ableitung des Lo¨sungsansatzes verbleiben also wie bei
der BTS-Methode nur noch die von der Amplitude abha¨ngigen Kenngro¨ßen, deren Ablei-
tungen nach der Amplitude sowie die Amplitude und die Phase selber.
Reitenbacher definiert nun einen Fehlervektor ε als die Differenz zwischen dem in die
Differentialgleichungen(2.24) eingesetzten Lo¨sungsansatz (2.25) und der Ableitung des
Lo¨sungsansatzes (2.27).
ε(t) = x˙(t)− f(x(t),u0) (2.28)
Werden die Da¨mpfungs- und Frequenzfunktionen δ(a) bzw. ω(a), die entsprechenden Ei-
genvektorna¨herungen ρ(a) und η(a) sowie die Oszillationsverschiebung ν(a) so bestimmt,
dass dieser Fehlervektor minimal wird, so ist der beste Na¨herungsansatz gefunden. Als
Maß fu¨r die Gu¨te der erzielten Na¨herung wird dabei die Summe der Quadrate aller u¨ber
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dem Zeitintervall T einer Schwingung entstandenen Fehler angesetzt.
Γ =
τ+T∫
τ
{
ε21(t) + · · ·+ ε
2
n(t)
}
dt→MIN (2.29)
Nach Substitution der Zeitabha¨ngigkeit des Integrals durch
dt =
1
ω
dφ, (2.30)
Zusammenfassen der gesuchten Parameter zu Koeffizientenvektoren, und unter der Vor-
aussetzung dass die A¨nderungen der Parameter u¨ber einer Schwingungsperiode wiederum
nur klein sind, stellt Reitenbacher mittels des Gauss’schen Quadraturverfahrens algebrai-
sche Bestimmungsgleichungen fu¨r die Kenngro¨ßen auf [37].
Im Gegensatz zum Verfahren nach Reitenbacher werden beim ASTAN-Verfahren der
Lo¨sungsansatz und seine Ableitung direkt in die Differentialgleichungen des Systems ein-
gesetzt. Gibt der Lo¨sungsansatz (2.25) das Verhalten des betrachteten Systems korrekt
wieder, so muss er zusammen mit seiner zeitlichen Ableitung (2.27) die Differentialglei-
chungen (2.24) des Systems erfu¨llen:
(aδρ+ a2δρ′ − aωη) cosφ− (aδη + a2δη′ + aωρ) sinφ+ (aδν + a2δν′)
= f(x0 + a · [ρsinφ− ηcosφ] + a · ν)
(2.31)
Es wird wiederum angenommen, dass die A¨nderungen von Eigenwert, Eigenvektor und
Eigenvektorableitung u¨ber einem Schwingungszyklus klein sind, so dass die eingeklam-
merten Werte auf der linken Seite nicht mehr momentane Werte sind, sondern Gro¨ßen,
die einer bestimmten Amplitude a zugeordnet werden ko¨nnen. Integration und vorherige
Multiplikation mit sinφ bzw. cosφ ergibt dann mit
aδν + a2δν′ =
1
2pi
2pi∫
0
f dφ, (2.32)
aδρ+ a2δρ′ − aωη =
1
pi
2pi∫
0
fcosφ dφ (2.33)
und
aδη + a2δη′ + aωρ = −
1
pi
2pi∫
0
fsinφ dφ (2.34)
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sofort die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Kenngro¨ßen. Im Gegensatz zu den Bestim-
mungsgleichungen des Reitenbacher-Verfahrens ko¨nnen diese Bestimmungsgleichungen so-
fort, d.h. ohne eine aufwa¨ndige Berechnung von Koeffizientenvektoren gelo¨st werden.
Wie zuvor stellt sich auch hier die Schwierigkeit, dass die nun 3n Bestimmungs-
gleichungen (2.32) - (2.34) nicht ausreichen, um die nun insgesamt 6n − 2 Kenngro¨ßen
(δ, ω, je n − 1 mal ρi, ρ
′
i, ηi, η
′
i sowie je n mal νi und ν
′
i) zu bestimmen. Wa¨hrend bei der
BTS-Methode in erster Na¨herungsstufe alle Amplitudenableitungen zu Null gesetzt wer-
den, scha¨tzt das Verfahren nach Reitenbacher sie auf geeignete Weise ab. Dazu werden
wa¨hrend der schrittweisen Entwicklung, d.h. sukzessiven Vergro¨ßerung von a und Lo¨sung
der Bestimmungsgleichungen, die Ableitungen nach der Amplitude durch den Differen-
zenquotienten
(·)′ =
(·)k − (·)k−1
ak − ak−1
(2.35)
mit den jeweils im Schritt zuvor ermittelten Gro¨ßen angena¨hert (Abbildung 2.2). Da die
Lo¨sung der Gleichungen (2.32) - (2.34) bei komplizierten Differentialgleichungen (2.24) oh-
nehin numerisch, z.B. mittels eines Newton-Gleichungslo¨sers durchgefu¨hrt werden muss,
bedeutet die Abscha¨tzung gema¨ß Gleichung (2.35) nur einen sehr geringen Mehraufwand.
Die schrittweise Entwicklung von der linearisierten Lo¨sung (a = 0) hin zu gro¨ßeren Werten
Abbildung 2.2: Entwicklung der Kenngro¨ßen
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von a hat zudem den Vorteil, dass aus den zuletzt gefundenen Lo¨sungen auf einfache Wei-
se Startlo¨sungen fu¨r den Gleichungslo¨ser des na¨chsten Schrittes generiert werden ko¨nnen
(Abbildung 2.2). Wa¨hrend die BTS-Methode zur Ermittlung ho¨herer Na¨herungstufen in
rekursiver Form die Kenngro¨ßenverla¨ufe der jeweils vorherigen Na¨herungsstufe u¨ber dem
gesamten Untersuchungsgebiet verwendet, ko¨nnen ASTAN- und Reitenbacher-Verfahren
bei jedem einzelnen lokalen Amplitudenschritt auskonvergieren, was in der Praxis ein
deutlich besseres Konvergenzverhalten zur Folge hat [37].
Fu¨r Bewegungsformen mit aperiodischem Charakter sind Eigenwert und Eigenvektor-
komponenten reelle Zahlen, so dass sich der Lo¨sungsansatz (2.25) zu
x(t) = x0 + a · ρ (2.36)
vereinfacht. Die zeitliche Ableitung wird dann zu
x˙(t) = a˙ · ρ+ a · ρ˙ (2.37)
und mit a˙ = aδ und ρ˙ = aδρ′ aus Gl. (2.9) zu
x˙ = a · δ · (ρ+ aρ′). (2.38)
Analog zum Vorgehen bei oszillierenden Bewegungsformen werden der Ansatz und seine
zeitliche Ableitung in die Differentialgleichungen des Systems eingesetzt:
a · δ · (ρ+ aρ′) = f(x0 + a · ρ). (2.39)
Wiederum wird vorausgesetzt, dass die Kenngro¨ßen δ, ρ und ρ′ u¨ber ein bestimmtes
Zeitintervall T als nur ”wenig” vera¨nderlich angesehen werden ko¨nnen. Wird zusa¨tzlich
angenommen, dass die Da¨mpfungsfunktion δ in dem betrachteten Zeitintervall keine Null-
stelle besitzt, so kann mit
a(t) = a(o) · e
t∫
0
δ(a(t))dt
gezeigt werden, dass a(t) monoton ist und somit das Zeitintervall [τ, τ + T ] sofort in
ein Amplitudenintervall [at, at+T ], bzw. [a, a+∆a] u¨berfu¨hrt werden kann. Mittels Ab-
scha¨tzung der Eigenvektorableitung ρ′ gema¨ß Abbildung 2.2 kann nun der Kenngro¨ßen-
verlauf u¨ber die Bestimmungsgleichung (2.39) beginnend mit der linearisierten Lo¨sung
a = 0 mit Schrittweiten der Gro¨ße ∆a hin zu gro¨ßeren Werten von a entwickelt werden.
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2.2.5 N-Massenschwinger
Bevor im weiteren Verlauf der Arbeit das ASTAN-Verfahren zur Analyse der nichtlinearen
Dynamik von Flugzeugen verwendet wird, sollen zuna¨chst an einem einfacheren Beispiel
die Robustheit und potentielle Schwierigkeiten der Methode demonstriert werden. Daher
wird zuna¨chst in Anlehnung an [10] ein nichtlineares Feder-Masse-Da¨mpfersystem be-
trachtet, mit dessen Hilfe die Anzahl der Freiheitsgrade sowie die enthaltenen Nichtlinea-
rita¨ten einfach variiert werden ko¨nnen (Abb. 2.3). Die Bewegung der einzelnen Massen ist
auf jeweils einen Freiheitsgrad beschra¨nkt, so dass sich im Falle von N Massen ein System
mit N Freiheitsgraden ergibt. Der Einfachheit halber wird m = m1 = m2 = · · · = mN
angenommen, wobei die Proportionalita¨tsfaktoren der Feder- bzw. Da¨mpferkennlinien Ck
bzw. Dk im Folgenden pro Masseneinheit angegeben werden und auf die Mitfu¨hrung der
Maßeinheiten verzichtet wird. Im Falle verschwindender Auslenkungen xk sind die Federn
entspannt.
Die Ergebnisse der approximativen Analyse werden nachfolgend exemplarisch fu¨r einen
30-Massenschwinger dargestellt. Die Federn dieses Systems, mit Ausnahme der Wandfe-
dern, besitzen nichtlineare Kennlinien, die durch
FCk = Ck
(
(xk−1 − xk) + (xk−1 − xk)
3
)
fu¨r k = 2, 4, 6, · · · (k ≤ 30) bzw.
FCk = Cksin(xk−1 − xk) fu¨r k = 3, 5, 7, · · · (k ≤ 29)
beschrieben werden. Die Da¨mpfer besitzen lineare Kennlinien. Die Proportionalita¨tsfakto-
ren Ck und Dk sind mit normalverteilten Zufallszahlen belegt, wobei die Federkonstanten
im Bereich von 5 bis 25 und die Da¨mpferkonstanten im Bereich von 0.5 bis 1.5 variiert
wurden (Tabelle 2.1).
m
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Abbildung 2.3: N-Massensystem in horizontaler Anordnung
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Federkonstanten
C1 · · ·C16 C17 · · ·C31
7.7304 16.5961
5.2351 20.2073
22.8780 15.5965
8.9828 17.8105
10.9745 9.1814
18.2289 12.5964
10.6882 20.6666
14.3845 18.6169
6.2956 14.2219
24.7667 16.3566
16.6558 20.8842
13.4699 6.1837
15.3102 17.0574
11.6790 6.0054
13.6581 7.9720
9.5190
Da¨mpferkonstanten
D1 · · ·D16 D17 · · ·D31
0.9966 1.0466
1.3998 0.9449
1.3216 1.1946
1.1449 1.1213
1.3180 1.2948
1.1602 1.4568
0.8420 1.0226
0.7897 1.3801
0.8412 0.6730
1.0341 1.4797
1.2271 0.7714
0.8093 0.7523
1.3385 1.3757
1.0681 1.2373
0.8704 1.1046
1.2027
Tabelle 2.1: Feder- und Da¨mpferkonstanten des 30-Massenschwingers
Die Bewegungsgleichungen des Systems ergeben sich somit zu:
x¨1 = −C1x1 −D1x˙1 − C2
(
(x1 − x2) + (x1 − x2)
3
)
−D2(x˙1 − x˙2)
x¨2 = C2
(
(x1 − x2) + (x1 − x2)
3
)
+D2(x˙1 − x˙2)− C3sin(x2 − x3)−D3(x˙1 − x˙2)
x¨3 = C3sin(x2 − x3) +D3(x˙1 − x˙2)− C4
(
(x3 − x4) + (x3 − x4)
3
)
−D4(x˙3 − x˙4)
...
x¨28 = C28sin(x27 − x28) +D28(x˙27 − x˙28)− C29
(
(x28 − x29) + (x28 − x29)
3
)
−D29(x˙28 − x˙29)
x¨29 = C29
(
(x28 − x29) + (x28 − x29)
3
)
+D29(x˙28 − x˙29)− C30sin(x29 − x30)
−D30(x˙29 − x˙30)
x¨30 = C30sin(x29 − x30) +D30(x˙29 − x˙30)− C31x30 −D31x˙30.
Bei verschwindender Auslenkung aus der Gleichgewichtslage ergibt die lineare Analyse 30
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Eigenwerte δn ± ωni
(n = 1, · · · , 10) (n = 11, · · · , 20) (n = 21, · · · , 30)
−1.7820± 7.9405i −1.7072± 6.0010i −0.5575± 3.3282i
−2.2117± 7.8489i −1.3442± 5.9176i −0.4472± 3.1010i
−1.9558± 7.7997i −1.3252± 5.5616i −0.3654± 2.6677i
−1.9705± 7.4564i −1.1064± 5.2407i −0.2842± 2.3461i
−2.3095± 6.9676i −0.8903± 4.9873i −0.2296± 2.0156i
−2.0215± 6.8595i −1.2297± 4.6142i −0.1637± 1.7750i
−1.9646± 6.7917i −0.8160± 4.2773i −0.1007± 1.3579i
−1.8233± 6.7434i −0.6054± 3.8237i −0.0599± 1.0145i
−1.7503± 6.2316i −1.2944± 3.8148i −0.0278± 0.6656i
−1.5195± 6.2041i −1.3806± 3.6327i −0.0066± 0.3238i
Tabelle 2.2: Eigenwerte des linearisierten 30-Massenschwingers
oszillierende Bewegungsformen mit den entsprechenden 30 konjugiert komplexen Eigen-
wertpaaren (Tabelle 2.2). Analysiert man das Verhalten der ersten Eigenbewegungsform
(−1.7820 ± 7.9405i) bezu¨glich der bei dieser Bewegungsform dominanten Zustandsgro¨ße
x10, so ergibt sich der in Abb. 2.4 dargestellte Eigenwert- und Eigenvektorverlauf u¨ber
der Auslenkungsamplitude ∆x10.
Sowohl der Eigenwert (Da¨mpfung δ und Frequenz ω), als auch die Komponenten des
normierten Eigenvektors zeigen ein stark nichtlineares Verhalten. Der Wert δ der Da¨mp-
fung nimmt nach Erreichen eines lokalen Maximums bei ∆x10 ≈ 0.75 zuna¨chst wieder
ab, um dann bei ∆x10 ≈ 1.465 gegen Null zu streben. Die Frequenz ω nimmt bei gro¨ßer
werdender Auslenkungsamplitude monoton zu, allerdings mit einem stark schwanken-
den Gradienten. Im Verlauf der auf ρ10 + iη10 normierten Eigenvektorkomponenten sind
ebenfalls starke z.T. mit mehrfachem Vorzeichenwechsel verbundene Schwankungen zu
erkennen.
Eine Bewertung der Ergebnisse kann im Zeitbereich erfolgen. Fu¨r eine vorgege-
bene Anfangsauslenkung werden die Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen aus den Kenn-
gro¨ßenverla¨ufen rekonstruiert und mit Zeitverla¨ufen, die aus einer direkten Runge-Kutta-
Fehlberg-Integration (RKF) des Differentialgleichungssystems gewonnen wurden, vergli-
chen. Dazu werden zuna¨chst mit den Gleichungen
a(t) = a(o) · e
t∫
0
δ(a(t))dt
und φ(t) =
t∫
0
ω(a(t))dt,
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Abbildung 2.4: Eigenwertverlauf (δ1(∆x10) + iω1(∆x10)) und Eigenvektorverlauf
(ρ(∆x10) + iη(∆x10)) der dominierenden Zustandsgro¨ßen u¨ber der
Auslenkungsamplitude ∆x10 des 30-Massenschwingers
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Abbildung 2.5: Zeitverla¨ufe der Amplitude ax10 und des Phasenwinkels φx10 der 1.
Bewegungsform des 30-Massenschwingers
sowie den bekannten Verla¨ufen δ(a) und ω(a) die Zeitverla¨ufe der Amplituden- und Pha-
senfunktion bestimmt (Abbildung 2.5) und daraus mit Hilfe des Lo¨sungsansatzes (2.25)
bzw. (2.36) die Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen.
Die so gewonnenen Zeitverla¨ufe der bei der betrachteten Bewegungsform dominie-
renden Zustandsgro¨ßen sind in Abbildung 2.6 denen aus der RKF-Integration fu¨r eine
Anfangsauslenkung von ∆x10 = 1.465 gegenu¨bergestellt. Die gute U¨bereinstimmung der
Kurven zeigt, dass trotz der Anlehnung an einen linearen Lo¨sungsansatz, der mit Glei-
chung (2.25) definierte Approximationsansatz das Systemverhalten gut wiedergibt. Dies
ist darauf zuru¨ckzufu¨hren, dass die Nichtlinearita¨ten des Systems u¨ber die auslenkungs-
abha¨ngigen Kenngro¨ßen mit in den Approximationsansatz einfließen.
2.2.6 Randbedingungen des Verfahrens
Einer der wesentlichen Vorteile von ASTAN- und Reitenbacher-Verfahren gegenu¨ber der
BTS-Methode liegt in dem deutlich verbesserten Konvergenzverhalten. Wa¨hrend die BTS-
Methode zur Ermittlung ho¨herer Na¨herungstufen die Kenngro¨ßenverla¨ufe der jeweils vor-
herigen Na¨herungsstufe u¨ber dem gesamten Auslenkungsbereich verwendet, ko¨nnen ASTAN-
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Abbildung 2.6: Zeitverla¨ufe der dominierenden Zustandsgro¨ßen der 1. Bewegungs-
form des 30-Massenschwingers (Anfangsauslenkung von ∆x10 =
1.465) (ASTAN: — , RKF: – –)
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und Reitenbacher-Verfahren bei jedem einzelnen lokalen Amplitudenschritt auskonvergie-
ren.
Dennoch kann es auch beim ASTAN- bzw. Reitenbacher-Verfahren zu Problemen im
Konvergenzverhalten kommen. Die prinzipielle Vorgehensweise der Methode macht es
erforderlich, einige Randbedingungen bei ihrer Anwendung zu beachten. Dies betrifft ne-
ben der Wahl einer geeigneten Parametrisierungstrategie zur schrittweisen Entwicklung
der Kenngro¨ßen auch die Vorgehensweise bei der Modellierung des zu untersuchenden
Systems. Bedingt durch die Mittelwertbildung der Kenngro¨ßen u¨ber eine vollsta¨ndige
Schwingung und die Abscha¨tzung der Kenngro¨ßenableitungen u¨ber die jeweils im Ent-
wicklungsschritt zuvor ermittelten Kenngro¨ßen kann es dazu kommen, dass mehrere Kom-
binationen aus Kenngro¨ßen und zugeho¨rigen Ableitungen existieren, welche die Bestim-
mungsgleichungen erfu¨llen. Die Lo¨sung der Bestimmungsgleichungen ist dann nicht mehr
eindeutig.
Parametrisierung
Die Da¨mpfungs- und Frequenzverla¨ufe (Abbildung 2.4) der zuvor betrachteten ersten
Schwingungsform des 30-Massenschwingers weisen u¨ber dem betrachteten Auslenkungs-
intervall stark schwankende Gradienten auf. Der zuna¨chst nur schwach ansteigende bzw.
abfallende Verlauf nimmt gegen Ende des Auslenkungsintervalls eine extrem steile Form
an. Wa¨hrend der schrittweisen Entwicklung der Kenngro¨ßenverla¨ufe durch Lo¨sung der
mit den Gleichungen (2.32) bis (2.34) bzw. (2.39) definierten Bestimmungsgleichungen
kann dies bei der zuna¨chst naheliegenden Verwendung einer konstanten Schrittweite ∆a
zu Schwierigkeiten fu¨hren. Wird diese aufgrund des zuna¨chst flachen Gradienten zu groß
gewa¨hlt, so ko¨nnen die bei der Abscha¨tzung der Kenngro¨ßenableitungen nach Abbildung
2.2 entstehenden Fehler im Differenzenquotienten (2.35) Probleme bereiten. In solchen
Fa¨llen hat sich eine A¨nderung der Parametrisierung des Entwicklungsvorganges bewa¨hrt.
Anstelle der Auslenkungsamplitude a (∆x10 im vorigen Abschnitt) bietet sich z.B. die
Bogenla¨nge s u¨ber dem Da¨mpfungsverlauf an (Abbildung 2.7).
Dazu werden die Bestimmungsgleichungen um die Parametrisierungsgleichung
0 = ps(δ, a, s) = (δ(s)− δ(sj−1))
2 + (a(s)− a(sj−1))
2 − (s− sj−1)
2 (2.40)
erweitert und die Auslenkungsamplitude a als zusa¨tzliche Unbekannte mitbestimmt. Hier-
bei bezeichnen δ(sj−1) und a(sj−1) die wa¨hrend des Entwicklungsprozesses jeweils im
Schritt zuvor bei der Bogenla¨nge sj−1 ermittelten Werte. Der Verlauf der Kenngro¨ßen
kann so mit diskreten Bogenla¨ngenschrittweiten ∆s = s−sj entwickelt werden, wobei das
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Abbildung 2.7: Parametrisierung der Bestimmungsgleichungen u¨ber die
Bogenla¨nge s
Konvergenzverhalten des Gleichungslo¨sers unabha¨ngig wird vom lokalen Gradienten der
Kenngro¨ßen. Der Differenzenquotient fu¨r die Kenngro¨ßenableitungen lautet dann
()′ =
()(s)− ()(sj−1)
a(s)− a(sj−1)
. (2.41)
Modellierung
Das Verfahren erweist sich auch bei Systemen mit stark geda¨mpften Eigenschwingungen,
wie z.B. dem 30-Massenschwinger, trotz Mittelwertbildung der Kenngro¨ßen u¨ber einer
vollsta¨ndigen Schwingung als genau und unempfindlich, obwohl bei solchen Systemen
die Amplitude und damit auch die amplitudenabha¨ngigen Kenngro¨ßen u¨ber der Schwin-
gung deutlich variieren ko¨nnen. Probleme bereiten hingegen unstetige Nichtlinearita¨ten,
z.B. aufgrund einfacher Geschwindigkeitslimitierung von Stellgliedern, welche ha¨ufig zu
Konvergenzproblemen bei der Lo¨sung der Bestimmungsgleichungen fu¨hren. Aufgrund der
Voraussetzung konstanter Kenngro¨ßen bei der Integration u¨ber eine Schwingungsperiode,
kann die Unstetigkeit nicht ausreichend genau aufgelo¨st werden. Die resultierenden Fehler
in den Kenngro¨ßen ko¨nnen dann zusammen mit den Kenngro¨ßenableitungen aus den zu-
vor ermittelten Lo¨sungen dazu fu¨hren, dass die Lo¨sung der Bestimmungsgleichung nicht
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mehr eindeutig ist. Unstetige Nichtlinearita¨ten sollten daher bei der Modellierung des
Systems durch kontinuierliche Verla¨ufe angena¨hert werden.
In der Praxis kann dann die Konvergenz des Verfahrens u¨blicherweise, selbst in kri-
tischen Fa¨llen, durch eine geeignete Wahl von Parametrisierung und Amplitudenschritt-
weite sichergestellt werden.
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3 Ursachen fu¨r Nichtlinearita¨ten
Bevor in den folgenden beiden Kapiteln zwei unterschiedliche Flugzeugmodelle mit der
vorgestellten Analysemethode untersucht werden, fasst dieses Kapitel in einem kurzen
U¨berblick zusammen, mit welchen Nichtlinearita¨ten dabei zu rechnen ist. Die physikali-
schen Ursachen fu¨r das nichtlineare dynamische Verhalten von Flugzeugen lassen sich grob
in drei Bereiche aufteilen. Dies sind die nichtlinearen aerodynamischen Kra¨fte und Momen-
te, die nichtlineare Starrko¨rperdynamik sowie Nichtlinearita¨ten im elastischen Verhalten
der Struktur. Zusa¨tzlich ko¨nnen durch ein Regelungssystem eingefu¨hrte Nichtlinearita¨ten
auftreten.
3.1 Luftkra¨fte und Luftkraftmomente
Die aerodynamischen Kra¨fte und Momente am Flugzeug ko¨nnen als nichtlineare Funktio-
nen der Relativbewegung zwischen dem Flugzeug und der umgebenden Luft beschrieben
werden [6]. Sie sind proportional zum Staudruck und damit zum Quadrat der Anstro¨mge-
schwindigkeit und ha¨ngen zudem wesentlich von der Geometrie des umstro¨mten Ko¨rpers
sowie der Anstro¨mrichtung ab. Die Einflu¨sse von Geometrie und Anstro¨mrichtung wer-
den in der Regel durch dimensionslose Beiwerte C(·) zusammengefasst. Anstellwinkel α
und Schiebewinkel β legen die Anstro¨mrichtung fest und haben im niedrigen Anstell- bzw.
Schiebewinkelbereich einen linearen Einfluss auf die dimensionslosen Beiwerte. Bei großen
Anstell- bzw. Schiebewinkeln ist diese Linearita¨t des Einflusses jedoch nicht mehr gege-
ben. Die dort auftretenden Stro¨mungsablo¨sungen fu¨hren zu einem Einbruch im Verlauf
der Beiwerte, der mit einer Verringerung der Kra¨fte einhergeht (Abbildung 3.1).
Zeitliche A¨nderungen der Anstro¨mbedingungen, z.B. durch schwingungsinduzierte
Drehraten des Flugzeuges, haben ebenfalls Einfluss auf die Kra¨fte und Momente am Flug-
zeug. Dabei lassen sich die Drehraten als lokale Anstell- bzw. Schiebewinkela¨nderungen
an der Flugzeugstruktur interpretieren, die in der Regel Kra¨fte entgegen der Drehrichtung
erzeugen und somit die Drehung abbremsen bzw. die Schwingung da¨mpfen.
Sollen strukturelle Schwingungen, bei denen das Verha¨ltnis von Frequenz zur Flug-
geschwindigkeit hoch ist, betrachtet werden, kann zusa¨tzlich noch die aerodynamische
Ru¨ckwirkung der schwingenden Struktur beru¨cksichtigt werden. So gewinnt z.B. bei der
3.2. Starrko¨rperdynamik 29
α
CA
Abbildung 3.1: Abha¨ngigkeit des Auftriebsbeiwertes vom Anstellwinkel
Flatteranalyse von Tragfla¨chen der Einfluss der durch die schwingende Struktur erzeugten
instationa¨ren Wirbelschleppe im Nachlauf des Flu¨gels an Bedeutung [14]. Ein von Theo-
dorsen formulierter und ha¨ufig verwendeter Ansatz zur Beschreibung der vollsta¨ndig in-
stationa¨ren Luftkra¨fte mittels einer Wirbelschleppenfunktion im Frequenzbereich, entha¨lt
mit der Einfu¨hrung von Hankel-Funktionen zweiten Grades zusa¨tzliche stark nichtlinea-
re Terme [5]. Fu¨r die vorliegende Arbeit wurde auf eine Modellierung der vollsta¨ndig
instationa¨ren Aerodynamik verzichtet und statt dessen angenommen, dass alle aerody-
namischen Reaktionen quasistationa¨r sind, also verzo¨gerungsfrei den Bewegungen bzw.
Bewegungsgeschwindigkeiten folgen.
3.2 Starrko¨rperdynamik
Die Starrko¨rperbewegungsgleichungen des Flugzeuges beschreiben seine Bewegung ohne
den Einfluss von Strukturelastizita¨t zu beru¨cksichtigen. Dabei weisen sie im Wesentlichen
in zwei Bereichen nichtlinearen Charakter auf [6]. Zum einen fu¨hren die Drehraten in
den Eulertermen zu nichtlinearen Zusammenha¨ngen und zum anderen fu¨hren die Matri-
zen zur Transformation zwischen flugzeugbezogenem und inertialem Koordinatensystem
aufgrund ihrer trigonometrischen Eigenschaften zu einem nichtlinearen Einfluss der Eu-
lerwinkel. Dies betrifft die Transformationen der Gewichtskraft sowie der translatorischen
und rotatorischen Geschwindigkeiten.
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3.3 Strukturdynamik
Strukturdynamische Nichtlinearita¨ten ko¨nnen grob in drei Bereiche unterteilt werden
[55]. Dies sind geometrische Nichtlinearita¨ten, insbesondere bei großen Verformungen,
nichtlineares Werkstoffverhalten sowie Nichtlinearita¨ten aufgrund von Massena¨nderun-
gen im System. Massena¨nderungen, z.B. durch Treibstoffverbrauch, finden u¨ber sehr
lange Zeitra¨ume statt, so dass sie bezu¨glich der Kurzzeitdynamik vernachla¨ssigt wer-
den ko¨nnen. Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen des elastischen Flugzeuges in
Kapitel 5 werden zudem kleine Strukturauslenkungen vorausgesetzt, so dass auch geome-
trische Nichtlinearita¨ten bei der verwendeten Modellierung nicht zu erwarten sind. Mate-
rialnichtlinearita¨ten aufgrund von U¨berdehnung und dem damit verbundenem Verlassen
des linear-elastischen Bereiches im Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Werkstoffes sind
im operationellen Betrieb des Flugzeuges ebenfalls nicht zu erwarten und daher in dieser
Arbeit nicht beru¨cksichtigt. Die strukturelle Da¨mpfung wurde in Anlehnung an [14, 24] in
einen geschwindigkeitsproportionalen Anteil durch viskose Fluidreibung in der Struktur
und einen auslenkungsabha¨ngigen Anteil aufgrund von innerer Materialreibung aufgeteilt.
Coulombsche Reibungsda¨mpfung wurde vernachla¨ssigt.
3.4 Regelung
Die in dieser Arbeit betrachteten Flugregler beschra¨nken sich auf Regler zur Verbesse-
rung der Flugeigenschaften. Daru¨ber hinausgehende, ”ho¨here” Reglerebenen, etwa zur un-
terstu¨tzten bzw. automatischen Flugbahnfu¨hrung oder Flugplanung, werden nicht beru¨ck-
sichtigt. Flugeigenschaftsregler haben die Aufgabe, das Eigenverhalten des Flugzeuges
bezu¨glich seiner Eigenwerte (Zeitkonstanten, Frequenz, Da¨mpfung) und der Eigenvek-
toren (Amplituden- und Phasenverha¨ltnisse der Zustandsgro¨ßen zueinander) positiv zu
beeinflussen. Eine Modifikation dieser Kenngro¨ßen geschieht dabei u¨blicherweise durch
eine automatische Ru¨ckfu¨hrung gemessener Zustandsgro¨ßen auf die Stellgro¨ßen, d.h. auf
die Steuerfla¨chen bzw. Drosselgrade der Triebwerke. Die meist hydraulischen Stellantrie-
be zur Beta¨tigung der Steuerfla¨chen zeigen aufgrund der zu beschleunigenden Massen
(Antriebsmechanik, Gesta¨nge, Ruder usw.) in der Regel ein U¨bertragungsverhalten, das
einem Verzo¨gerungsglied erster Ordnung entspricht [6, 50].
Die wesentlichen nichtlinearen Eigenschaften von Stellantrieben ergeben sich vor al-
lem durch begrenzte Laufgeschwindigkeiten, resultierend aus dem maximalen Volumen-
strom im hydraulischen Antrieb [6]. Zusa¨tzliche nichtlineare Einflu¨sse, etwa durch Ela-
stizita¨t oder Lose in der Kraftu¨bertragung zwischen Stellantrieb und Ruder (Gesta¨nge,
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Aufha¨ngung) ko¨nnen meist klein gehalten werden, beispielsweise durch Positionierung des
Stellantriebes mo¨glichst nahe am Ruder.
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Als erste Flugzeugkonfiguration wird in diesem Kapitel das vereinfachte Modell eines
”agilen” Flugzeuges (F-8) untersucht. Die Modellierung erfolgt dabei in Anlehnung an
[1, 17, 27] und bleibt auf die La¨ngsbewegung des starren Flugzeuges beschra¨nkt. Im Ge-
gensatz zu konventionellen Flugzeugen muss bei solch einem agilen Flugzeug mit extremen
Anstellwinkeln gerechnet werden, wobei die damit verbundenen nichtlinearen Luftkra¨fte
den nichtlinearen Charakter der Bewegung dominieren. Der modellierte Anstellwinkelbe-
reich reicht daher bis weit in den nichtlinearen Bereich hinein.
4.1 Modellierung
Die Basisgleichungen der La¨ngsbewegung des agilen Flugzeuges bei Vernachla¨ssigung von
Luftwiderstand und Schub lauten
m(u˙+ wΘ˙) = −mg sinΘ+ AFluegel sinα+ ALeitwerk sinαL
m(w˙ + uΘ˙) = mg cosΘ− AFluegel cosα− ALeitwerk cosαL
IyΘ¨ =MFluegel + xFluegelAFluegel cosα− xLeitwerk ALeitwerk cosαL − cΘ˙
(4.1)
mit xFluegel und xLeitwerk als konstant angenommene Absta¨nde zwischen Flugzeugschwer-
punkt und Angriffspunkt der Auftriebskraft an Flu¨gel bzw. Leitwerk, cΘ˙ als Da¨mpfungs-
moment und αL als Anstellwinkel des Leitwerks. Mit w = u tanα und w˙ = u˙ tanα +
uα˙/cos2α wird Gleichungsystem (4.1) zu
u˙ =− uΘ˙tanα− g sinΘ+
AFluegel
m
sinα +
ALeitwerk
m
sinαL
α˙ =Θ˙ sin2α +
g
u
sinΘ sinα cosα−
AFluegel
um
sin2α cosα
−
ALeitwerk
um
sinα cosα sinαL + Θ˙ cos
2α +
g
u
cos2α cosΘ
−
AFluegel
um
cos3α−
ALeitwerk
um
cos2α cosαL
Θ¨ =
MFluegel
Iy
+
xFluegelAFluegel
Iy
cosα−
xLeitwerk ALeitwerk
Iy
cosαL −
c
Iy
Θ˙
(4.2)
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und bei vorausgesetzter konstanter Fluggeschwindigkeit (u˙ = 0), zu den Bewegungsglei-
chungen
α˙ = q cos2α +
g
u
cos2α cosΘ−
AFluegel
um
cos3α−
ALeitwerk
um
cos2α cosαL
Θ˙ =q
q˙ =
MFluegel
Iy
+
xFluegelAFluegel
Iy
cosα−
xLeitwerk ALeitwerk
Iy
cosαL −
c
Iy
q
(4.3)
mit den Zustandsgro¨ßen α, Θ und q.
Die Auftriebskra¨fte AFluegel und ALeitwerk werden nach [1, 27] u¨ber polynominale Funk-
tionen modelliert (Abbildung 4.1):
AFluegel = q¯SCAFluegel = q¯S(C
0
AFluegel
+ C1AFluegelα− C
2
AFluegel
α3) ·W (4.4)
ALeitwerk = q¯S(C
0
ALeitwerk
+ C1ALeitwerkαL − C
2
ALeitwerk
α3L + aHδH) (4.5)
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Abbildung 4.1: Auftriebskennlinie des F-8 Flu¨gels (aus [27])
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mit
W = 1/[1 + (α/0.41)60] (4.6)
und
αL = α− ²+ δH = (1− a²)α+ δH . (4.7)
Darin gibt aH den Effekt des Ho¨henruderausschlages δH auf die Leitwerksauftriebskraft
wieder und a² den hier mit ² = a²α als linear angenommenen Zusammenhang zwischen
Anstellwinkel α und Abwindwinkel ² am Ho¨henleitwerk.
Bei einer Fluggeschwindigkeit von 845.6 ft/s in 30000 ft Ho¨he und einer Flugzeugmasse
von 3338.5 slugs ergeben sich die Bewegungsgleichungen nach [27] schließlich zu
α˙ = q cos2α +K1 cos
2α cosΘ− (K2α +K3α
3) cos3α ·W − (K4α +K5α
3 +K6δH
+K7α
2δH +K8αδ
2
H +K9δ
3
H) cos
2α cos(K10α + δH)
Θ˙ =q
q˙ =(K11α +K12α
3) cosα ·W − (K13α +K14α
3 +K15δH +K16α
2δH +K17αδ
2
H
+K18δ
3
H) cos(K10α + δH)−K19 q
(4.8)
mit den Konstanten Ki gema¨ß Tabelle 4.1.
K1 0.0381 K8 −0.0947 K15 4.2042
K2 0.1691 K9 −0.1263 K16 −2.3072
K3 −0.5072 K10 0.2500 K17 −9.2288
K4 0.0105 K11 0.1864 K18 −12.3051
K5 −0.0020 K12 −0.5591 K19 0.0792
K6 0.0432 K13 1.0254
K7 −0.0237 K14 −0.1923
Tabelle 4.1: Konstanten des agilen Flugzeuges
4.2 Analyseergebnisse
Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen jeweils die Bifurkationsdiagramme des Nickwinkels
Θ, des Anstellwinkels α und der Nickrate q u¨ber dem Ho¨henruderwinkel δH fu¨r das agile
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Flugzeug (aus [27]). Dargestellt sind jeweils mo¨gliche Gleichgewichtszusta¨nde bzw. Grenz-
zyklen bei unterschiedlichen Ho¨henruderausschla¨gen. Fu¨r Θ > 0 zeigt Abbildung 4.2 einen
Zweig mo¨glicher Gleichgewichtslagen, der u¨ber den gesamten Bereich des Ho¨henruder-
ausschlages instabil ist. Ein zweiter Bereich mo¨glicher Gleichgewichtslagen existiert im
negativen Nickwinkelbereich. Hier sind die Gleichgewichtslagen gro¨ßtenteils stabil, nur im
mittleren Ho¨henruderwinkelbereich existiert ein Abschnitt auf dem die Gleichgewichts-
lagen instabil sind. In allen betrachteten Gleichgewichtslagen besitzt das agile Flugzeug
jeweils einen reellen und zwei komplex konjugierte Eigenwerte und somit eine aperiodische
und eine oszillierende Bewegungsform. Die Instabilita¨t einer der beiden Bewegungsformen
Abbildung 4.2: Bifurkationsdiagramm des Nickwinkels Θ fu¨r das agile Flug-
zeug nach [27] (— stabiles Gleichgewicht, · · · instabiles Gleich-
gewicht, o stabiler Grenzzyklus, × instabiler Grenzzyklus)
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Abbildung 4.3: Bifurkationsdiagramm des Anstellwinkels α und der Nickrate q
fu¨r das agile Flugzeug nach [27] (— stabiles Gleichgewicht, · · ·
instabiles Gleichgewicht, o stabiler Grenzzyklus, × instabiler
Grenzzyklus)
genu¨gt dabei, um die Gesamtbewegung des agilen Flugzeuges zu destabilisieren.
Zusa¨tzlich zu den zwei mo¨glichen Gleichgewichtslagen existieren bei mittleren Ho¨hen-
ruderausschla¨gen noch Grenzzyklen, in denen das System schwingen kann. Diese sind in
den Bifurkationsdiagrammen entsprechend der u¨blichen Notation durch Markierung eines
der beiden Maximalwerte des Schwingungsausschlages gekennzeichnet und zwar jeweils
bei stabilen Grenzzyklen durch Kreise und bei instabilen Grenzzyklen durch Kreuze.
Die nichtlineare Analyse des Systems wird im Folgenden an drei charakteristischen
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Schnitten in je zwei Richtungen durchgefu¨hrt, entsprechend der Bezeichnungen a) - f)
in Abbildung 4.2.
Analyse a)
Die erste Analyse erfolgt bei einem Ho¨henruderwinkel von −0.05 rad auf dem instabilen
Zweig (Θ > 0). Tabelle 4.2 fasst die Zustandsgro¨ßen und Eigenwerte an diesem Gleich-
gewichtspunkt zusammen. Betrachtet man die Eigenwerte, so zeigt sich, dass das agile
Flugzeug in dieser Modellierung mit seinem dynamischen Verhalten nicht den u¨blichen
Flugeigenschaftsanforderungen [30] genu¨gt. In der Praxis mu¨sste das Verhalten durch ein
Regelungssystem angepasst werden. Der positive, reelle Eigenwert bestimmt mit der zu-
geho¨rigen instabilen und aperiodischen Bewegungsform das Stabilita¨tsverhalten des Sy-
stems. Die Kenngro¨ßenverla¨ufe dieser aperiodischen Bewegungsform u¨ber der Auslen-
kungsamplitude des Nickwinkels in Richtung steigender ∆Θ-Werte sind in Abbildung 4.4
aufgetragen. Der positive Eigenwert nimmt bei zunehmenden ∆Θ zuna¨chst zu, um dann
nach Erreichen eines lokalen Maximums wieder abzunehmen, bis er bei ∆Θ = 5.234 rad
zu Null wird. Ein ∆Θ von 5.234 rad entspricht bei einer Ausgangslage von Θ = 0.5246 rad
aufgrund der Periodizita¨t der Eulerwinkel einem Θ von −0.5246 rad, und damit der stabi-
len Gleichgewichtslage im Bifurkationsdiagramm. Auslenkungen u¨ber die stabile Gleich-
gewichtslage hinaus fu¨hren wieder auf diese Gleichgewichtslage zuru¨ck, so dass die Bewe-
gung bezu¨glich der Ausgangslage stabil wird. Anschaulich entspricht die Bewegung einem
U¨berkippen des sich zuna¨chst im Steigflug befindenden Flugzeugs nach hinten u¨ber die
Ru¨ckenlage hinaus, bis es sich in einem stabilen Sinkflug wiederfindet. Die Zeitverla¨ufe
in Abbildung 4.5 geben dieses Verhalten wieder. Nach einer Anfangssto¨rung nehmen die
Auslenkungen von Anstellwinkel, Nickwinkel und Nickrate zuna¨chst schnell zu, um dann
nach einiger Zeit gegen die neue, stabile Gleichgewichtslage zu streben.
Gleichgewichtspunkt
α 0.2401 rad
Θ 0.5246 rad
q 0 rad/s
Eigenwerte
−0.0875 + 0.9457i
−0.0875− 0.9457i
0.0189
Tabelle 4.2: Zustandsgro¨ßen und Eigenwerte des agilen Flugzeugs, δH =
−0.05 rad, Analysen a) u. b)
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Abbildung 4.4: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.05 [rad], Analyse a)
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Abbildung 4.5: Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugzeuges bei
δH = −0.05 [rad], Analyse a) (— ASTAN, - - - RKF)
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Abbildung 4.6: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.05 [rad], Analyse b)
Analyse b)
Die Analyse in negativer ∆Θ-Richtung ergibt ein a¨hnliches Bild wie Analyse a) (Ab-
bildung 4.6). Hier kann allerdings der ku¨rzere Weg zur stabilen Gleichgewichtslage ge-
nommen werden, so dass der Eigenwert der instabilen Bewegungsform schon bei ∆Θ =
−1.05 rad erreicht wird. Das Flugzeug verla¨sst also den instabilen Steigflug mit einer
Nickbewegung nach vorne, um sich im stabilen Sinkflug wiederzufinden. Der Zeitverlauf
dieser Bewegung ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
Analyse c)
Die Analysen c) und d) gehen von dem stabilen Gleichgewichtspunkt bei δH = −0.07 rad
aus. Die zugeho¨rigen Zustandsgro¨ßen und Eigenwerte sind in Tabelle 4.3 aufgefu¨hrt.
Analyse c) untersucht die stabile aperiodische Bewegungsform in Richtung positiver ∆Θ-
Werte. Die Kenngro¨ßenverla¨ufe sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Der Betrag des nega-
tiven Eigenwertes nimmt darin mit zunehmender Nickwinkelauslenkung ab, bis er bei
∆Θ = 0.67 rad zu Null wird. Bei dieser Auslenkung wird der instabile Zweig im Bifur-
kationsdiagramm erreicht, so dass eine Auslenkung u¨ber diesen Wert hinaus bezu¨glich
der Ausgangslage zu instabilem Verhalten fu¨hrt. Entsprechend nimmt der Eigenwert bei
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Abbildung 4.7: Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugzeuges bei
δH = −0.05 [rad], Analyse b) (— ASTAN, - - - RKF)
weiterer Auslenkung einen positiven Wert an, der erst bei ∆Θ = 2pi rad wieder zu Null
wird. Eine Nickwinkelauslenkung von 2pi rad entspricht einer vollen Drehung um die y-
Achse des Flugzeuges, so dass ab hier analog zu einer Auslenkung ∆Θ < 0.67 rad wieder
ein stabiles Verhalten vorliegt. Im Zeitbereich verhalten sich die Zustandsgro¨ßen fu¨r An-
fangsauslenkungen ∆Θ < 0.67 rad analog zu den Zeitverla¨ufen der Analyse b) und fu¨r
Anfangsauslenkungen ∆Θ > 0.67 rad analog zu den Zeitverla¨ufen der Analyse a).
Gleichgewichtspunkt
α 0.3253 rad
Θ −0.3358 rad
q 0 rad/s
Eigenwerte
−0.0361 + 0.9602i
−0.0361− 0.9602i
−0.0126
Tabelle 4.3: Zustandsgro¨ßen und Eigenwerte des agilen Flugzeuges, δH =
−0.07 rad, Analysen c) u. d)
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Abbildung 4.8: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.07 [rad], Analyse c)
Analyse d)
Abbildung 4.9 gibt den Kenngro¨ßenverlauf fu¨r Analyse d) wieder. Untersucht wurde hier
die oszillierende Bewegungsform in Richtung negativer Nickwinkelauslenkungen. Bei zu-
nehmender Auslenkungsamplitude ∆Θ nimmt die Gro¨ße des negativen Realteils des Ei-
genwertes zuna¨chst ab. Bei ∆Θ ≈ −0.14 rad und δ1 ≈ −0.006 dreht sich diese Tendenz
jedoch um, so dass der Betrag des Realteils des Eigenwertes bei weiterer Zunahme der
Auslenkungsamplitude zuna¨chst wieder zunimmt. Dieser Umkehrpunkt fa¨llt in die Na¨he
der Position des instabilen Grenzzyklusses im Bifurkationsdiagramm. Die Auslenkung
fu¨hrt das System in die Nachbarschaft des instabilen Grenzzyklusses, wobei die Stabilita¨t
der um die stabile Gleichgewichtslage oszillierenden Bewegungsform verringert wird. Ei-
ne weitere Vergro¨ßerung der Auslenkungsamplitude fu¨hrt schließlich wieder weg von der
Nachbarschaft des instabilen Grenzzyklusses und somit zu gro¨ßeren Werten des negativen
Realteils des Eigenwertes.
Die Abbildungen 4.10 und 4.11 zeigen die Zustandsgro¨ßenverla¨ufe bei Anfangsampli-
tuden von ∆Θ = −0.1 bzw. −1.0 rad. Bei einer Auslenkungsamplitude von −0.1 rad, also
noch ”innerhalb” des instabilen Grenzzyklusses, zeigen sowohl die aus der Analyse rekon-
struierten Zeitverla¨ufe, als auch die aus der direkten Integration gewonnenen Zeitverla¨ufe
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Abbildung 4.9: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.07 [rad], Analyse d)
das bei einer Bewegungsform mit negativem Realteil des Eigenwertes zu erwartende Ver-
halten. Die Auslenkungsamplitude nimmt schnell ab und das System findet sich nach
kurzer Zeit in der stabilen Gleichgewichtslage wieder (Abbildung 4.10). Anders sieht dies
bei einer Anfangsauslenkungsamplitude von ∆Θ = −1.0 rad aus. Da der Eigenwert in
Abbildung 4.9 bis zu dieser Auslenkungsamplitude vollsta¨ndig im negativen Bereich liegt
wa¨re auch hier ein Abklingen der Schwingung bis auf die Gleichgewichtslage zu erwarten.
Tatsa¨chlich zeigen die aus der Analyse rekonstruierten Zeitverla¨ufe auch dieses Verhal-
ten (Abbildung 4.11). Die direkte Integration (RKF) der Bewegungsgleichungen mit den
gleichen Anfangsbedingungen zeigt jedoch ein anderes Bild. Nachdem die Amplitude der
Ausgangsschwingung zuna¨chst analog zu Abbildung 4.10 abnimmt, endet die Bewegung
bei der direkten Integration nicht auf der stabilen Gleichgewichtslage, sondern auf dem
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Abbildung 4.10: Zeitverl. der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugz. bei δH = −0.07 [rad],
Analyse d), Anfangsampl. ∆Θ = −0.1 (— ASTAN, - - - RKF)
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Abbildung 4.11: Zeitverl. der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugz. bei δH = −0.07 [rad],
Analyse d), Anfangsampl. ∆Θ = −1.0 (— ASTAN, - - - RKF)
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im Bifurkationsdiagramm durch Kreise markierten stabilen Grenzzyklus. Dieses Verhalten
kann dadurch erkla¨rt werden, dass sich das System bei der Integration aufgrund von Re-
chenungenauigkeiten und Ungenauigkeiten in den Anfangsbedingung nicht mehr exakt auf
der analysierten Bewegungsform befindet. Bei der Na¨he zu dem instabilen Grenzzyklus
im Bereich der von ∆Θ ≈ −0.14 rad und der dort selbst auf der exakten Bewegungs-
form marginalen Stabilita¨t mit δ1 ≈ −0.006 kann es so zu einer Anfachung des instabilen
Grenzzyklusses kommen. Bei Auslenkungsamplituden die gro¨ßer sind als die Amplitude
des instabilen Grenzzyklusses endet die Bewegung dann auf dem stabilen Grenzzyklus
(Abbildung 4.11). Fu¨r Auslenkungen die kleiner sind als die Amplitude des instabilen
Grenzzyklusses endet die Bewegungsform im stabilen Gleichgewicht (Abbildung 4.10).
Analyse e)
Fu¨r die Analysen e) und f) wurde der instabile Gleichgewichtspunkt bei δH = −0.1 rad
gewa¨hlt. Tabelle 4.4 fasst die zugeho¨rigen Eigenwerte und Zustandsgro¨ßen zusammen.
An diesem Gleichgewichtspunkt besitzt das System eine instabile Eigenschwingung und
eine stabile aperiodische Eigenform. Analyse e) untersucht die Stabilita¨t der instabilen
Schwingungsform an diesem Punkt in Richtung positiver ∆Θ-Auslenkungen (Abbildung
4.12). Der zuna¨chst positive Realteil des Eigenwertes nimmt mit zunehmender Auslen-
kungsamplitude ab, bis er bei ∆Θ ≈ 0.36 zu Null wird. Ein verschwindender Realteil des
Eigenwertes bedeutet allerdings wegen d(∆Θ)
dt
= δ ·∆Θ (Kap. 2), dass sich die Schwingungs-
amplitude ∆Θ im Zeitverlauf nicht weiter a¨ndern kann, d.h. die instabile Bewegung muss
hier in einen stabilen Grenzzyklus mu¨nden. Dieser stabile Grenzzyklus entspricht dem im
Bifurkationsdiagramm (Abbildung 4.2) eingetragen Grenzzyklus oberhalb des betrach-
teten Gleichgewichtszustandes. Die Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen in Abbildung 4.13
ergeben das gleiche Bild. Die zuna¨chst schnell anwachsende Amplitude der Schwingung
nimmt nach Erreichen der Grenzzyklusamplitude nicht weiter zu.
Gleichgewichtspunkt
α 0.4179 rad
Θ −1.3735 rad
q 0 rad/s
Eigenwerte
0.3217 + 1.2196i
0.3217 + 1.2196i
−0.0381
Tabelle 4.4: Zustandsgro¨ßen und Eigenwerte des agilen Flugzeuges, δH =
−0.1 rad, Analysen e) u. f)
4.2. Analyseergebnisse 45
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
δ1
∆ Θ
Realteil des Eigenwertes
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.9
0.95
1
1.05
1.1
1.15
1.2
1.25
Imaginärteil des Eigenwertesω1
∆ Θ
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
∆ Θ
Realteil des Eigenvektors
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.5
0
0.5
1
1.5
∆ Θ
Imaginärteil des Eigenvektors
η
α
ηq
ρ
α
ρq
Abbildung 4.12: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.1 [rad], Analyse e)
Analyse f)
Bei der letzten Analyse wird der Gleichgewichtspunkt in Richtung negativer ∆Θ Aus-
lenkungen untersucht. Dabei werden sowohl die oszillierende Bewegungsform, als auch
die aperiodische Bewegungsform untersucht, deren Ergebnisse im Folgenden mit f1) bzw.
f2) gekennzeichnet sind. Abbildung 4.14 zeigt den Kenngro¨ßenverlauf fu¨r die oszillierende
Bewegungsform. Das Ergebnis ist sehr a¨hnlich zur Analyse e), der zuna¨chst positive Re-
alteil des Eigenwertes nimmt schnell ab, um in diesem Fall bei ∆Θ ≈ −0.32 zu Null zu
werden. An dieser Stelle wird ebenfalls ein stabiler Grenzzyklus erreicht, welcher dem aus
Analyse e) entspricht. Der stabile Grenzzyklus ist im Bifurkationsdiagramm der u¨blichen
Notation entsprechend nur mit einem Extremwert der Schwingung eingetragen. Analyse
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Abbildung 4.13: Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugzeuges bei
δH = −0.1 [rad], Analyse e) (— ASTAN, - - - RKF)
f1) zeigt, dass der andere Extremwert unterhalb des instabilen Gleichgewichtspunktes im
Bifurkationsdiagramm liegt. Die Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen ergeben ein Bild analog
zu Analyse e) (Abbildung 4.13).
Abbildung 4.15 gibt schließlich den Kenngro¨ßenverlauf der aperiodischen Bewegungs-
form f2) fu¨r den betrachteten Gleichgewichtspunkt wieder. Die Absoluta¨nderung des Re-
alteils des Eigenvektors ist gering, wobei die Bewegungsform u¨ber dem gesamten Auslen-
kungsbereich stabil ist. Die Rekonstruktion der Zeitverla¨ufe aus den Analyseergebnissen
zeigt ein entsprechend stabiles Verhalten (Abbildung 4.16). Die Anfangsauslenkung wird
schnell auf die Gleichgewichtslage zuru¨ckgefu¨hrt. Bei der direkten Integration der Bewe-
gungsgleichungen zeigt sich hingegen der instabile Charakter der Gesamtbewegung. Klei-
ne Ungenauigkeiten und Rundungsfehler bei der Integration regen schnell die instabile
Schwingungsbewegung des Flugzeuges an. Dadurch entsteht eine angefachte Schwingung,
deren Amplitude solange zunimmt, bis analog zur Analyse f1) die Amplitude des stabilen
Grenzzyklusses erreicht wird.
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Abbildung 4.14: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der oszillierenden Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.1 [rad], Analyse f1)
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Abbildung 4.15: Eigenwert- und Eigenvektorverl. der aperiodischen Bewegungs-
form des agilen Flugzeuges bei δH = −0.1 [rad], Analyse f2)
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Abbildung 4.16: Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen des agilen Flugzeuges bei
δH = −0.1 [rad], Analyse f2) (— ASTAN, - - - RKF)
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5 Flexibles Flugzeug
Kapitel 5 behandelt die Modellierung und Analyse eines Großflugzeuges mit flexiblen
Flu¨gelfreiheitsgraden. Nach einer kurzen U¨bersicht u¨ber geeignete Modellierungsverfahren
wird die Herleitung der gekoppelten Struktur- und Starrko¨rperbewegungsgleichungen mit
Hilfe der Lagrange’schen Methode, sowie die Ermittlung der generalisierten Kra¨fte und
Momente u¨ber ein einfaches aerodynamisches Modell beschrieben. Daran schließt sich die
Vorstellung der untersuchten Konfiguration und der damit gewonnenen Analyseergebnisse
an.
5.1 Modellierung
5.1.1 Methoden zur Modellierung flexibler Flugzeuge
Zur Aufstellung von Bewegungsgleichungen fu¨r elastische Flugzeuge finden sich zahlrei-
che Vero¨ffentlichungen ([31, 38, 43, 51, 52, 53] etc.). Fu¨r die Anwendung im Bereich der
Flugdynamik, Simulation und Regelung ergeben sich allerdings einige besondere Anfor-
derungen an die Modellierung. Die Bewegungsgleichungen mu¨ssen große Mano¨verauslen-
kungen des Gesamtflugzeuges im ko¨rperfesten Koordinatensystem und gleichzeitig kleine
Auslenkungen der elastischen Verformung gut wiedergeben ko¨nnen. Dies bedeutet, dass
das Modell nichtlinear bezu¨glich der Festko¨rperbewegung sein muss, aber eine lineare Be-
schreibung der strukturellen Verformung zulassen sollte. Außerdem mu¨ssen die Gleichun-
gen der inertialen und aerodynamischen Kopplung zwischen Struktur- und Flugdynamik
Rechnung tragen.
In den Arbeiten von Waszak und Schmidt [51, 41, 53] und von Buttrill, Zeiler und
Arbuckle [7, 52] werden jeweils Bewegungsgleichungen entwickelt, die diesen Anforderun-
gen genu¨gen. Beide Studien verwenden dazu die Lagrangesche Methode zur Ableitung
der Bewegungsgleichungen relativ zu einem ”mittleren Koordinatensystem”. Die Verwen-
dung des mittleren Koordinatensystems minimiert dabei den Grad der inertialen Kopp-
lung zwischen den Starrko¨rperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden. Die
Bewegungsgleichungen der Waszak-Schmidt-Studie besitzen daher, unter Verwendung ei-
niger Vereinfachungen, eine den reinen Starrko¨rperbewegungsgleichungen sehr a¨hnliche
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Struktur, zuzu¨glich der hinzugekommenen Freiheitsgrade der elastischen Bewegung. Die-
se Gleichungen haben zudem den Vorteil, dass die geringe noch vorhandene inertiale
Kopplung zwischen den Starrko¨rperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden
vollsta¨ndig verschwindet und so die gesamte Kopplung ausschließlich durch die aerody-
namischen Kra¨fte entsteht. Die Buttrill-Zeiler-Arbuckle-Studie hingegen hat zum Ziel,
auch Effekte der exakten inertialen Kopplung zwischen den Festko¨rperdrehraten und den
Strukturdeformationen und ihren Raten zu beru¨cksichtigen. Daher verzichtet sie auf die
Na¨he zu den Starrko¨rperbewegungsgleichungen und erweitert die Gleichungen der ro-
tatorischen Festko¨rperfreiheitsgrade um zusa¨tzliche Kopplungsterme, welche die Varia-
tion des Tra¨gheitstensors durch die Strukturdeformation und Kopplungen zweiter Ord-
nung beru¨cksichtigen. Die Gleichungen der elastischen Bewegungsform haben ebenfalls
zusa¨tzliche Terme, assoziiert mit der Winkelbeschleunigung des ko¨rperfesten Koordina-
tensystems, der Coriolisbeschleunigung und der zentrifugalen Last. Eine Vernachla¨ssigung
dieser zusa¨tzlichen Terme fu¨hrt auf die gleichen Bewegungsgleichungen wie die Waszak-
Schmidt-Studie. Es konnte gezeigt werden, dass eine exakte Beru¨cksichtigung der inertia-
len Kopplung dann sinnvoll werden kann, wenn die aerodynamischen Lasten klein sind, die
Starrko¨rperdrehraten von gleicher Gro¨ßenordnung wie die elastischen Frequenzen sind und
die Modellgeometrie ausreichend komplex ist, damit Querverformungen zu einer Vera¨nde-
rung der Massenverteilung fu¨hren.
Aufgrund der Anschaulichkeit und Na¨he zu den Starrko¨rperbewegungsgleichungen
wurde das Modell des elastischen Flugzeuges in dieser Arbeit mit der Waszak-Schmidt-
Methode entwickelt. Insbesondere das Aufstellen der aerodynamischen Kra¨fte bereitet bei
der Modellierung nach Buttrill, Zeiler und Arbuckle erhebliche Schwierigkeiten, ohne dass
bei dem hier betrachteten großen Transportflugzeug eine signifikante Verbesserung der
Genauigkeit der Modellierung zu erwarten ist.
5.1.2 Bewegungsgleichungen
Dynamische Modelle von Flugzeugbewegungen basieren in der Regel auf den Newton-
Euler-Bewegungsgleichungen fu¨r Starrko¨rper [6]. Mit diesen Gleichungen kann die Be-
wegung eines starren Flugzeuges in seinen 3 translatorischen und 3 rotatorischen Frei-
heitsgraden unter Einfluss von Schubkraft, Luftkra¨ften und Schwerkraft beschrieben wer-
den. Zur Behandlung der Dynamik von flexiblen Flugzeugen mu¨ssen diese Gleichungen
um den Einfluss der elastischen Bewegung erweitert werden. Dazu wird im Folgenden in
Anlehnung an [51], [41] und [52] fu¨r die elastische Bewegung angenommen, dass Struk-
turauslenkungen vorliegen, die ausreichend klein sind, um von linearelastischen Steifig-
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keiten ausgehen zu ko¨nnen. Dies hat zur Folge, dass die Strukturbewegung durch einen
Satz orthogonaler Schwingungsmoden ausgedru¨ckt werden kann. Sind die Schwingungs-
moden bekannt (aus einer Modalanalyse der freien Strukturschwingung), so ko¨nnen nach
Waszak [51] die kombinierten Starrko¨rper- und Strukturbewegungsgleichungen nach Auf-
stellung der Energiegleichungen und Anwendung der Lagrangeschen Gleichung als ein
Satz gewo¨hnlicher Bewegungsdifferentialgleichungen ausgedru¨ckt werden. Die Kopplung
der elastischen Freiheitsgrade und der Starrko¨rperfreiheitsgrade erfolgt dabei, wie nach-
folgend dargestellt, u¨ber die in den Bewegungsgleichungen enthaltenen generalisierten
Kra¨fte.
Aufstellung der Energiegleichungen
Abbildung 5.1: Flexibles Flugzeug
Abbildung 5.1 zeigt ein frei fliegendes Luftfahrzeug, bestehend aus Massenelementen
ρdV . Das mitbewegte flugzeugfeste Koordinatensystem [xf , yf , zf ] hat relativ zum iner-
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tialen Koordinatensystem [xg, yg, zg] den Abstand R0 und die Drehraten [pf , qf , rf ]
T =
Ωf . Die (nicht eingezeichneten) Eulerwinkel zwischen den Koordinatensystemen sind
die nach Luftfahrtnorm DIN 9300 [12] definierten Roll-, Nick- und Gierwinkel der x-
Folge [Φf ,Θf ,Ψf ]
T = Ef . Die Komponenten der Relativgeschwindigkeit des flugzeug-
festen Koordinatensystems zum inertialen System in flugzeugfesten Koordinaten lauten
[uf , vf , wf ]
T = Vf . Im lokalen (flugzeugfesten) Koordiantensystem wird die Position eines
Massenelementes ρdV mit p beschrieben, so dass sich die inertiale Position zuR = R0+p
ergibt. Fu¨r die kinetische Energie des Gesamtko¨rpers gilt damit
T =
1
2
∫
V
dR
dt
·
dR
dt
ρ dV, (5.1)
bzw. wenn sich das lokale Koordinatensystem gegenu¨ber dem inertialen System mit der
Drehgeschwindigkeit Ωf dreht, mit
dR
dt
=
dR0
dt
+
(
dp
dt
)f
+Ωf × p : (5.2)
T =
1
2
∫
V
{
dR0
dt
·
dR0
dt
+ 2
dR0
dt
·
(
dp
dt
)f
+
(
dp
dt
)f
·
(
dp
dt
)f
+2
(
dp
dt
)f
· (Ωf × p) + (Ωf × p) · (Ωf × p) + 2(Ωf × p) ·
dR0
dt
}
ρ dV.
(5.3)
Dabei bezeichnet
(d(·)
dt
)f
die zeitliche Ableitung von (·) im flugzeugfesten Koordinaten-
system.
Die potentielle Energie U des Flugzeuges setzt sich zusammen aus der potentiellen
Energie Ug im Gravitationsfeld der Erde und der Verzerrungsenergie Ue der elastischen
Verformung. Mit dem Vektor g der Gravitationsbeschleunigung lautet der Anteil aus dem
Schwerefeld der Erde
Ug = −
∫
V
g · (R0 + p)ρ dV. (5.4)
Die Verzerrungsenergie der elastischen Verformung entspricht der an der Struktur ver-
richteten Arbeit die no¨tig ist, um vom unverformten Zustand in den verformten Zustand
u¨berzugehen. Fu¨hrt man gema¨ß Abbildung 5.2 mit p = s + e den Vektor s(xf , yf , zf )
zur unverformten Position des Massenelementes und den Verformungvektor e(xf , yf , zf , t)
ein, so la¨sst sich die Verformungsenergie unter Anwendung des D’Alembertschen Prinzipes
und Vernachla¨ssigung der Drehtra¨gheit des Massenelementes zu
Ue = −
1
2
∫
V
(
d2e
dt2
)f
· e ρ dV (5.5)
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Abbildung 5.2: Verformter und unverformter Zustand
bestimmen.
Durch einen U¨bergang vom flugzeugfesten Koordinatensystem zu einem speziellen
mittleren Koordinatensystem (x, y, z) (mean axes) nach Milne [31] ko¨nnen die aufgestell-
ten Energiegleichungen vereinfacht werden. Es handelt sich bei diesem mittleren Koor-
dinatensystem um ein mitbewegtes, flugzeugbezogenes Koordinatensystem, welches nicht
an einen festen Materiepunkt im Flugzeug gekoppelt ist, sondern dessen Ursprung je-
weils mit dem momentanen Schwerpunkt der flexiblen Struktur u¨bereinstimmt. Daru¨ber
hinaus ist seine Orientierung so ausgerichtet, dass keine Tra¨gheitskopplung zwischen den
Starrko¨rperfreiheitsgraden und den elastischen Freiheitsgraden auftritt. Diese Anforde-
rungen bedingen, dass die translatorischen und rotatorischen Momente aufgrund der ela-
stischen Deformation im mittleren Koordinatensystem zu jedem Zeitpunkt verschwinden:∫
V
(
dp
dt
)m
ρ dV = 0 u.
∫
V
p×
(
dp
dt
)m
ρ dV = 0. (5.6a,b)
Analog zum flugzeugfesten Koordinatensystem bezeichnet hier
(
d(·)
dt
)m
die zeitliche Ablei-
tung von (·) im flugzeugbezogenen, mittleren Koordinatensystem. Die Energiegleichungen
und damit auch die Bewegungsgleichungen werden in diesem flugzeugbezogenen Koordi-
natensystem entwickelt, so dass alle Kra¨fte und Momente, einschließlich der Tra¨gheits-
kra¨fte und -momente ebenfalls in diesem Koordinatensystem bestimmt werden mu¨ssen.
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Die Bedingungen des mittleren Koordinatensystems vereinfachen die Energieausdru¨cke
erheblich. Mit Gleichung (5.6a) wird die kinetische Energie aus Gleichung (5.3) zu
T =
1
2
∫
V
{
dR0
dt
·
dR0
dt
+
(
dp
dt
)m
·
(
dp
dt
)m
+(Ω× p) · (Ω× p) + 2(Ω× p) ·
dR0
dt
}
ρ dV.
(5.7)
Da der Ursprung des mittleren Koordinatensystems stets im Schwerpunkt der Struktur
liegt, gilt ∫
V
p ρ dV = 0, (5.8)
womit die kinetische Energie schließlich zu
T =
1
2
∫
V
{
dR0
dt
·
dR0
dt
+
(
dp
dt
)m
·
(
dp
dt
)m
+ (Ω× p) · (Ω× p)
}
ρ dV, (5.9)
bzw.
T =
1
2
M
dR0
dt
·
dR0
dt
+
1
2
ΩTI Ω,+
1
2
∫
V
(
dp
dt
)m
·
(
dp
dt
)m
ρ dV (5.10)
mit dem Tra¨gheitstensor I und der Gesamtmasse M des Flugzeuges wird. Der Tra¨gheits-
tensor I wird hier in Na¨herung als konstant angenommen, obwohl er aufgrund der Defor-
mation des Flugzeuges eigentlich eine geringe zeitliche A¨nderung erfa¨hrt. Fu¨r die poten-
tielle Energie im Gravitationsfeld ergibt sich
Ug = −R0 · g
∫
V
ρ dV −
∫
V
p ρ dV = −R0 · gM. (5.11)
Die exakten Bedingungen (5.6a,b) des mittleren Koordinatensystems erweisen sich in der
Praxis oft als schwierig zu erfu¨llen. Waszak [51] schla¨gt daher vor, einige Annahmen
zur Vereinfachung zu machen. In Gleichung (5.6a,b) wird p wieder aufgeteilt in seinen
undeformierten Anteil s und deformierten Anteil e. Da der undeformierte Anteil zeitlich
invariant ist, werden die Gleichungen (5.6a,b) zu∫
V
(
de
dt
)m
ρ dV = 0 u.
∫
V
(s+ e)×
(
de
dt
)m
ρ dV = 0. (5.12a,b)
Unter der Annahme, dass die Verformung e entweder klein oder kolinear mit der Verfor-
mungsgeschwindigkeit ist, kann das Kreuzprodukt aus Verformung und Verformungsge-
schwindigkeit in erster Na¨herung vernachla¨ssigt werden. Wird zusa¨tzlich von einer kon-
stanten Massendichte fu¨r jedes Massenelement ausgegangen, vereinfachen sich die Glei-
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chungen (5.12a,b) weiter zu den ”praktischen” Bedingungsgleichungen des mittleren Ko-
ordinatensystems (
d
dt
∫
V
eρ dV
)m
= 0 u.
(
d
dt
∫
V
s× eρ dV
)m
= 0. (5.13a,b)
Bei den vorausgesetzten linear-elastischen Zusammenha¨ngen kann die allgemeine Ver-
formung e(x, y, z, t) durch Linearkombination orthogonaler Schwingungsmoden φi(x, y, z)
mit den dazugeho¨rigen generalisierten Koordinaten qi(t) ausgedru¨ckt werden:
e =
∞∑
i=1
φi(x, y, z)qi(t). (5.14)
Da in der Praxis nur eine endliche Anzahl n von Moden beru¨cksichtigt werden kann, ba-
siert solch ein Modell natu¨rlich immer auf einer beschra¨nkten modalen Beschreibung. Bei
der Auswahl der betrachteten Moden sollten gerade bei flugmechanischen Untersuchungen
solche beru¨cksichtigt werden, welche eine starke Kopplung mit den Starrko¨rperfreiheits-
graden aufweisen. Dies sind im allgemeinen die niederfrequenten Moden. Daneben ko¨nnen
aber auch solche Moden von Interesse sein, die einen großen Anteil zur Beschleunigung
an einzelnen ausgesuchten Orten der Struktur (z.B. Cockpit- oder Passagierbereich) bei-
tragen.
Mit Gleichung (5.14) werden die ”praktischen” Bedingungsgleichungen des mittleren
Koordinatensystems zu
∞∑
i=1
dqi
dt
∫
V
φi ρ dV = 0 u.
∞∑
i=1
dqi
dt
∫
V
s× φi ρ dV = 0. (5.15a,b)
Diese Gleichungen legen schließlich die Lage des mittleren Koordinatensystems fest. Sie
ko¨nnen als die Bedingungen interpretiert werden, die die Orthogonalita¨t zwischen den
elastischen Schwingungsmoden und den translatorischen und rotatorischen Moden der
Starrko¨rperdynamik erzwingen. Wurden die Schwingungsmoden des Flugzeuges als freie
in vacuo Schwingungen ohne a¨ußere Zwangsbedingungen bestimmt, so erfu¨llt ein Re-
ferenzsystem, dessen Achsen nach den Starrko¨rpermoden ausgerichtet sind und dessen
Ursprung im momentanen Schwerpunkt der Struktur liegt, diese ”praktischen” Bedin-
gungsgleichungen [28].
Wird die modale Darstellung (5.14) in den Ausdruck fu¨r die kinetische Energie (5.10)
eingefu¨hrt, so ergibt sich mit(
dp
dt
)m
·
(
dp
dt
)m
ρ dV =
∫
V
{
∞∑
i=1
φi
dqi
dt
·
∞∑
j=1
φj
dqj
dt
}
ρ dV (5.16)
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und mit der Orthogonalita¨t der Schwingungsmoden∫
V
φi · φj ρ dV i 6= j (5.17)
schließlich
T =
1
2
M
dR0
dt
·
dR0
dt
+
1
2
ΩTI Ω,+
1
2
∞∑
i=1
Mi q˙
2
i , (5.18)
wobei die generalisierte Masse der iten Strukturmode durch
Mi =
∫
V
φi · φi ρ dV (5.19)
definiert ist. Die Einfu¨hrung der modalen Darstellung in Gleichung (5.5) ergibt mit
qi = q0isin(ω0i t) und q¨i = −ω
2
0iqi (ω0i ist die Frequenz der freien, ungeda¨mpften Ei-
genschwingung der ite Mode) als Ausdruck fu¨r die potentielle Energie der elastischen
Verformung
Ue =
1
2
∞∑
i=1
ω20iq
2
iMi. (5.20)
Mit den Gleichungen (5.10), (5.11) und (5.20) liegen die Energiegleichungen nun in einer
Form vor, die ihre Behandlung mit der Lagrangeschen Gleichung
d
dt
[
∂T
∂q˙i
]
−
∂T
∂qi
+
∂U
∂qi
= Qi (5.21)
ermo¨glicht.
Die hierfu¨r gemachten Voraussetzungen lauten zusammengefasst:
• Fu¨r die strukturelle Verformung gelten lineare elastische Beziehungen.
• Die orthogonalen Schwingungsmoden der freien Schwingung ohne Zwangsbedingun-
gen sind bekannt.
• Die Struktur besteht aus Massenelementen mit konstanter Massendichte.
• Die Massenelemente sind Punktmassen ohne Drehtra¨gheit.
• Die strukturelle Verformung und Verformungsgeschwindigkeit sind klein oder koli-
near, so dass ihr Kreuzprodukt vernachla¨ssigt werden kann.
• Der Tra¨gheitstensor des Flugzeuges ist konstant.
• Das umgebende Gravitationsfeld ist konstant.
5.1. Modellierung 57
Aufstellung der Bewegungsgleichungen
Die Bewegungsgleichungen des Systems sollen im flugzeugbezogenen, mittleren Koordi-
natensystem ausgedru¨ckt werden. Die Anwendung der Lagrangeschen Gleichung erfordert
jedoch die Verwendung von generalisierten Koordinaten, die die Bewegung im inertialen
Koordinatensystem beschreiben. Die inertiale Position des Ursprunges des flugzeugbezo-
genen Koordinatensystems (und damit der momentane Schwerpunkt des Flugzeuges) wird
daher mit
R0 = xiˆ+ yjˆ + zkˆ (5.22)
anhand von Einheitsvektoren iˆ,jˆ und kˆ beschrieben, die mit den orthogonalen Richtun-
gen des (nicht inertialen) flugzeugbezogenen Koordinatensystems u¨bereinstimmen. Das
Gleiche gilt fu¨r die inertialen Geschwindigkeitskomponenten u, v und w
dR0
dt
=
(
dR0
dt
)m
+Ω×R0 = uiˆ+ vjˆ + wkˆ = V , (5.23)
sowie fu¨r die inertiale Rotationsgeschwindigkeit
Ω = pˆi+ qjˆ + rkˆ. (5.24)
Die Orientierung des flugzeugbezogenen Achsensystems wird durch die u¨blichen Euler-
winkel Φ,Ψ und Θ [6] beschrieben. Damit werden die Energieausdru¨cke zu
T =
1
2
M(u2 + v2 + w2) +
1
2
[p q r] I

pq
r

+ 1
2
∞∑
i=1
Miq˙i
2, (5.25)
Ug = −M g(−x sinΘ+ y sinΦ cosΘ+ z cosΦ cosΘ) (5.26)
und
Ue =
1
2
∞∑
i=1
ω20iq
2
iMi. (5.27)
Fu¨r die rotatorischen und translatorischen Geschwindigkeiten gelten die bekannten Be-
ziehungen
p = Φ˙− Ψ˙sinΘ
q = Ψ˙cosΘsinΦ + Θ˙cosΦ (5.28)
r = Ψ˙cosΘcosΦ− Θ˙sinΦ
und
u = x˙+ qz − ry
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v = y˙ + rx− pz (5.29)
w = z˙ + py − qx.
Werden die Geschwindigkeitsterme in der Beziehung fu¨r die kinetische Energie (5.25)
durch die Ausdru¨cke (5.28) und (5.29) ersetzt, so sind die Energiegleichungen durch die
generalisierten Koordinaten x, y, z,Θ,Φ,Ψ und qi, (i = 1, 2, ..., n), sowie deren Ableitun-
gen ausgedru¨ckt. Die Lagrange’sche Gleichung (5.21) kann dann angewandt werden.
Die resultierenden Beziehungen ko¨nnen wiederum mit den Gleichungen (5.28) und
(5.29) in u, v, w, p, q, r und qi, (i = 1, 2, ..., n) ausgedru¨ckt werden, so dass die resultieren-
den Bewegungsgleichungen dann in vektorieller Form lauten:
• Starrko¨rpertranslation
M



 u˙v˙
w˙

+

q w − r vr u− pw
p v − q u

−

 −sinΘsinΦ cosΘ
cosΦ cosΘ

 g

 =

QxQy
Qz

 (5.30)
• Starrko¨rperrotation (mit Iyz = Izy = Iyx = Ixy = 0)
I

p˙q˙
r˙

+

 q r(Izz − Iyy)− p q Ixzr p (Ixx − Izz) + (p2 − r2) Ixz
p q(Iyy − Ixx) + q r Ixz

 =

QΦmQΘm
QΨm

 (5.31)
• Elastische Bewegung
Mi
(
q¨i + 2 ζiω0iq˙i + ω
2
0iqi
)
= Qqi i = 1, 2, 3, ...n (5.32)
Hierin sind Q(·) die generalisierten Kra¨fte aus Aerodynamik und Antrieb, und ζi bzw. ω0i
die Da¨mpfung bzw. Frequenz der iten Schwingungsmode. Hinzu kommen die kinemati-
schen Beziehungen
• Starrko¨rpertranslation 
x˙gy˙g
z˙g

 =MTmg

uv
w

 (5.33)
• Starrko¨rperrotation 
Φ˙Θ˙
Ψ˙

 =MΦm

pq
r

 (5.34)
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mit den durch die Eulerwinkel Θ, Φ und Ψ festgelegten Rotationsmatrizen Mmg und
MΦm. Mmg transformiert vom inertialen zum mittleren Koordinatensystem und MΦm
transformiert Drehraten im mittleren Koordinatensystem zu Drehraten der Eulerwinkel.
Somit sind die Bewegungsgleichungen vollsta¨ndig und ko¨nnen, sobald die generalsier-
ten Kra¨ften Q(·) bestimmt sind, zur Untersuchung der Systemdynamik verwendet werden.
5.1.3 Generalisierte Kra¨fte
Zur Bestimmung der generalisierten Kra¨fte wird das Prinzip der virtuellen Arbeit heran-
gezogen. Es gilt
Qi =
∂
∂qi
(δW ), (5.35)
wobei δW die Arbeit bezeichnet, die durch eine virtuelle Verschiebung der generalisierten
Koordinaten qi verrichtet wird. Werden mit
Fxiˆ+ Fy jˆ + Fzkˆ = F (5.36)
und
Liˆ+Mjˆ +Nkˆ =M (5.37)
die Gesamtkra¨fte und -momente aus Aerodynamik und Antrieb im mittleren Koordina-
tensystem definiert, so bekommt man mit dem Moment M +R0 × F um den Ursprung
des Inertialsystems fu¨r die virtuelle Arbeit im Inertialsystem den Ausdruck
δW =Fxδx+ Fyδy + Fzδz + [L+ (yFz − zFy)]δΦm + [M + (zFx − xFz)] δΘm
+ [N + (xFy − yFx)] δΨm +
∫
S
P (x, y, z)
∞∑
i=1
φi δqidS.
(5.38)
Der Ausdruck P (x, y, z) beschreibt dabei die lokale Druckverteilung auf der Oberfla¨che
der Struktur, die fu¨r die virtuelle Arbeit der elastischen Verformung Verantwortung tra¨gt
und die Verschiebungen δΦm, δΘm und δΨm sind die virtuellen Verdrehungen um die
jeweiligen Koordinatenrichtungen des mittleren Koordinatensystems, welche mit den vir-
tuellen Verdrehungen der generalisierten Koordinaten δΦ, δΘ und δΨ u¨ber MΦm, bzw.
δΦm = δΦ− δΨ sinΘ
δΘm = δΨ cosΘsinΦ + δΘ cosΦ (5.39)
δΨm = δΨ cosΘcosΦ− δΘ sinΦ
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in Beziehung stehen. Damit ergeben sich die generalisierten Kra¨fte sehr einfach zu
Qx = Fx, Qy = Fy, Qz = Fz, QΦm = L, QΘm =M, QΨm = N (5.40)
und
Qqi =
∫
S
P (x, y, z)φi(x, y, z)dS. (5.41)
Generalisierte Kra¨fte der Starrko¨rperfreiheitsgrade
Zur Bestimmung der Gesamtkra¨fte und -momente aus Aerodynamik und Schub ist es
zweckma¨ßig, diese in ihre Rumpf-, Flu¨gel- und Leitwerksanteile zu zerlegen und mit
Fx = Asinα−W cosα cosβ +Qcosα sinβ + Tx
Fy = −W sinβ −Qcosβ + Ty (5.42)
Fz = −Acosα−W sinα cosβ +Qsinα sinβ + Tz
in Auftrieb A, Widerstand W , Seitenkraft Q und den Komponenten Tx, Ty und Tz des
Schubvektors auszudru¨cken. Dabei bezeichnen α und β den Anstell- bzw. Schiebewinkel
des Flugzeuges. Der Auftrieb A setzt sich demnach aus
A = ARumpf + AFluegel + ALeitwerk (5.43)
zusammen. Werden Rumpf und Leitwerk hier als starr angenommen, so ha¨ngen ARumpf
und ALeitwerk nur von Anstell- und Schiebewinkel, sowie den Drehraten des Flugzeuges
und dem Staudruck q¯ ab. Der Auftriebsanteil des elastischen Flu¨gels wird daru¨ber hinaus
jedoch noch von der Verformung des Flu¨gels beinflusst. Eine einfache Methode die aero-
dynamischen Kra¨fte und Momente fu¨r solch einen elastischen Flu¨gel abzuscha¨tzen liefert
die Streifentheorie [5]. Sie basiert auf der Annahme, dass der aerodynamische Auftrieb
As pro La¨ngeneinheit eines Flu¨gelabschnittes (Streifens) im Wesentlichen von dem dort
herrschenden lokalen Anstellwinkel αs abha¨ngt:
As = q¯ cAα l αs, (5.44)
wobei cAα den o¨rtlichen Auftriebsbeiwert des Profils darstellt und l die o¨rtliche Flu¨geltiefe.
Der Auftrieb des gesamten Flu¨gels lautet dann mit der Flu¨gelspannweite b
AFluegel =
∫ b
2
− b
2
As dy. (5.45)
Abbildung 5.3 zeigt den Flu¨gelabschnitt eines ungepfeilten Flu¨gels. Der Anstellwinkel αs
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Abbildung 5.3: Flu¨gelabschnitt
dieses Segmentes kann dann durch
αs = α + is − q
(
xe + xs
u
)
+ p
y
u
+
∞∑
i=1
[
φtiqi +
1
u
φbi q˙i
]
(5.46)
angena¨hert werden, wobei α = arctan(w/u) dem Anstellwinkel des Gesamtflugzeuges (des
mittleren Koordinatensystems) entspricht. is ist der Einstellwinkel des Streifens ohne ela-
stische Verformung, φbi die o¨rtliche Biegeverschiebung (z-Komponente) und φ
t
i =
dφbi
dx
die
o¨rtliche torsionale Verdrehung des Segmentes aufgrund der i-ten elastischen Schwingungs-
form. Damit wird der Gesamtauftrieb des Flu¨gels zu
AFluegel = q¯ S
[
CA0 + CAαα + CApp+ CAqq +
∞∑
i=1
(CAqiqi + CAq˙i q˙i)
]
(5.47)
mit den Kraft-Beiwertderivativen
CA0 =
1
S
∫ b
2
− b
2
(cA0 + cAαis)l dy, (5.48)
CAα =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAαl dy, (5.49)
CAp =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
y
u
l dy, (5.50)
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CAq =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
xe + xs
u
l dy, (5.51)
CAqi =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAαφ
t
i l dy und (5.52)
CAq˙i =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
φbi l dy. (5.53)
Die durch den flexiblen Flu¨gel erzeugten Momente ko¨nnen auf a¨hnliche Weise angena¨hert
werden. Das Nickmoment um den Ursprung des mittleren Koordinatensystems, also dem
Massenzentrum lautet dann
MFluegel = q¯ S l¯
[
Cm0 + Cmαα + Cmpp+ Cmqq +
∞∑
i=1
(Cmqiqi + Cmq˙i q˙i)
]
(5.54)
mit den Momenten-Beiwertderivativen
Cm0 =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
[
cm0 + (cA0 + cAαis)
(
xe + xs
l
)]
l2 dy, (5.55)
Cmα =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs) l dy, (5.56)
Cmp =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
y (xe + xs)
u
l dy, (5.57)
Cmq =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
(xe + xs)
2
u
l dy, (5.58)
Cmqi =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs)φ
t
i l dy und (5.59)
Cmq˙i =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
(xe + xs)
u
φbi l dy. (5.60)
Ausdru¨cke fu¨r die noch verbleibenden Kraft- bzw. Momentenbeiwerte der Starrko¨rper-
freiheitsgrade ko¨nnen in analoger Weise hergeleitet werden und sind in Anhang A auf-
gefu¨hrt.
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Generalisierte Kra¨fte der elastischen Freiheitsgrade
Zur Herleitung der generalisierten Kra¨fte der elastischen Freiheitsgrade wird die durch
die am Flu¨gelsegment verrichtete virtuelle Arbeit der elastischen Verformung bestimmt.
Die virtuelle Arbeit am Flu¨gelsegment wird dabei durch Heben, bzw. Senken sowie durch
Verdrehen des Flu¨gelsegmentes verrichtet. Entsprechend kann sie als die Summe der durch
Biegung bzw. Torsion erzeugten Anteile
WBieg = −Ascosαv
∞∑
i=1
φbiqi (5.61)
und
WTors = (Ms + AsxScosαs)
∞∑
i=1
φtiqi (5.62)
dargestellt werden (Abbildung 5.4), wobei der Widerstand Ws vernachla¨ssigt wird. Mit
x
z
elastische Achse
As
M
xS
α
α v
s
V0
Ws
s
Abbildung 5.4: Flu¨gelabschnitt
Gleichung 5.35 ergeben sich die generalisierten Kra¨fte der elastischen Freiheitsgrade dann
zu
Qqi =
∫ b
2
− b
2
{
(−Ascosαvφ
b
i) +
[
(Ms + AsxScosαs)φ
t
i
]}
dy. (5.63)
64 5 Flexibles Flugzeug
Wird cosαv ≈ cosαs angenommen, gilt
Qqi ≈ (Ai +Bi)cosαv + Ci (5.64)
mit
Ai = −
∫ b
2
− b
2
Asφ
b
idy, (5.65)
Bi =
∫ b
2
− b
2
AsxSφ
t
idy (5.66)
und
Ci =
∫ b
2
− b
2
Msφ
t
idy. (5.67)
Analog zu den klassischen Kraftbeiwerten der Starrko¨rperfreiheitsgrade ko¨nnen nun Kraft-
beiwerts-Derivative fu¨r die elastischen Freiheitsgrade definiert werden, z.B:
Ai = −q¯Sl¯
[
CAi0 + C
Ai
α αv + C
Ai
p p+ C
Ai
q q +
∞∑
j=1
(CAiqj qj + C
Ai
q˙j
q˙j)
]
. (5.68)
Die Definitionen der Kraftbeiwerts-Derivative sind in Anhang A zusammengefasst.
Mit den so gewonnenen Ausdru¨cken fu¨r die a¨ußeren Kra¨fte und Momente ko¨nnen
die Bewegungsgleichungen (5.30) bis (5.32) aufgestellt werden, so dass letztendlich die
vollsta¨ndige Modellierung des flexiblen Flugzeuges vorliegt.
5.1.4 Untersuchte Flugzeugkonfiguration
Die nichtlinearen Analysen erfolgen an einem gema¨ß den vorausgegangenen Abschnit-
ten modellierten Großflugzeug mit flexiblen Flu¨gelfreiheitsgraden. Zu Vergleichszwecken
wird das gleiche Flugzeug auch in einer als starr angenommene Variante untersucht. Die
folgenden Abschnitte beschreiben diese beiden Modelle.
Flexibles Flugzeug
Bei dem flexiblen Flugzeug handelt es sich um das Modell eines in Abbildung 5.5 mit sei-
nen wichtigsten Daten dargestellten großen Verkehrsflugzeuges [29]. Das Modell ist dabei
so gestaltet, dass es die grundlegenden physikalischen Eigenschaften solch eines Flugzeu-
ges gut wiedergibt, jedoch in seiner Komplexita¨t so einfach und leicht interpretierbar wie
mo¨glich gehalten wird. Dazu werden einige vereinfachende Annahmen getroffen. Zuna¨chst
5.1. Modellierung 65
einmal wird entsprechend der Herleitung der generalisierten Kra¨fte nur die Flexibilita¨t des
Flu¨gels beru¨cksichtigt, Rumpf und Leitwerk werden als starr angenommen. Die generali-
sierten Koordinaten qi der Strukturbewegungsgleichungen
Mi
(
q¨i + 2 ζiω0iq˙i + ω
2
0iqi
)
= Qqi i = 1, 2, 3, ...n (5.69)
reduzieren sich damit auf die Flu¨gelfreiheitsgrade. Als Flu¨gelvorbild dient hier ein Re-
ferenzflu¨gel, wie er im Sonderforschungsbereich (SFB) 401 ”Stro¨mungsbeeinflussung und
Stro¨mungs-Struktur-Wechselwirkung an Tragflu¨geln” der Deutschen Forschungsgemein-
schaft (DFG) definiert wurde (Abbildung 5.6) [36, 11]. Dabei handelt es sich um einen
Konzeptflu¨gel fu¨r ein Großflugzeug mit 80m Spannweite in Hochauftriebskonfiguration.
Fu¨r diesen Flu¨gel wird angenommen, dass er sich als ein eindimensionaler schwingen-
der Balken mit u¨ber der Spannweite kontinuierlich verlaufenden Struktureigenschaften
(Masse, Tra¨gheitsmoment, Torsions- und Biegesteifigkeit) idealisieren la¨sst. Die Struktur-
datenverla¨ufe des Flu¨gels sind aus den Abbildungen 5.7 bis 5.10 zu entnehmen. Sie sind
an die in [34] gegebenen Gro¨ßen angelehnt und auf eine Spannweite von 80m hochskaliert.
Rumpf und Triebwerke werden als Massenpunkte idealisiert (Abbildung 5.11). Ihre
Strukturdaten wurden abgescha¨tzt und sind in Tabelle 5.1 zusammengefaßt.
Weiterhin wird die Flu¨gelpfeilung vernachla¨ssigt und von einem Zusammenfallen von
elastischer Achse und Schwereachse des Flu¨gels ausgegangen. Bei diesen Vereinfachungen
ergeben sich die Eigenbewegungsformen der Struktur als reine Biege- bzw. Torsionsschwin-
gungen. Eine Diskretisierung der Strukturgro¨ßenverla¨ufe und Anwendung des Verfahrens
der U¨bertragungsmatrizen liefern die Eigenfrequenzen und Eigenformen der Biege- und
Torsionsschwingung mit denen sich die Kraft- und Momentenbeiwerte nach Kapitel 5.1.3
bestimmen lassen [19]. Werden nur die vier symmetrischen Strukturschwingungsformen
mit den niedrigsten ungeda¨mpften Eigenfrequenzen, also die ersten drei Biegeeigenschwin-
gungsformen und die erste Torsionseigenschwingungsform beru¨cksichtigt, gelten die Zu-
sammenha¨nge gema¨ß Tabelle 5.2 und Abbildungen 5.12-5.15. Die entsprechenden Kraft-
und Momentenbeiwerte sind in Anhang B zusammengefasst.
y-Position [m] Masse [kg] Massentra¨gheitsmoment [kg ·m2]
Rumpf 0 367.700 146 · 106
Triebwerke -26.4, -12, 0, 12, 26.4 8.000 90 · 103
Tabelle 5.1: Rumpf- und Triebwerksdaten
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Abbildung 5.5: Referenzflugzeug
Abbildung 5.6: Referenzgeometrie des SFB401-Flu¨gels
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Abbildung 5.7: La¨ngenbezogene Masse des
Flu¨gels m(y)
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Abbildung 5.8: Biegesteifigkeit des Flu¨gels
EJ(y)
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Abbildung 5.9: La¨ngenbez. Massentra¨gheits-
moment des Flu¨gels I(y)
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Abbildung 5.10: Torsionssteifigkeit des
Flu¨gels GJd(y)
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Rumpf
Triebwerke
y
Abbildung 5.11: Rumpf und Triebwerke als Massenpunkte
Die Strukturda¨mpfungsterme ζi der elastischen Bewegungsgleichungen (5.69) werden
gema¨ß Tabelle 5.3 in einen konstanten und einen auslenkungsabha¨ngigen Anteil aufge-
teilt. Die Anteile wurden dabei so gewa¨hlt, dass das Gesamtflugzeug im betrachteten
Geschwindigkeitsbereich kein Flattern aufweist und die niedrigste elastische Frequenz in
Nachbarschaft der ho¨chsten Starrko¨rperfrequenz liegt.
Starres Flugzeug
Um den Einfluss der Flexibilita¨t auf das dynamische Verhalten des Flugzeuges bewerten
zu ko¨nnen, wird zu Vergleichszwecken ein starres Flugzeug gleicher Konfiguration heran-
gezogen. Durch Vernachla¨ssigung der elastischen Bewegungsgleichungen (5.32) und der
elastischen Derivative in Anhang A ergibt sich sofort das Modell des unverformten, star-
ren Flugzeugs. Aufgrund der durch die Flu¨gelverformung hervorgerufenen vera¨nderten
Auftriebsverteilung nehmen jedoch die Zustandsgro¨ßen fu¨r einen bestimmenten Trimm-
punkt, z.B. einen horizontalen Geradeausflug mit vorgegebener Geschwindigkeit, deutlich
unterschiedliche Werte an (Tabelle 5.4).
Daher wird nicht das unverformte starre Flugzeug betrachtet, sondern das im Trimm-
punkt in seinem verformten Zustand ”eingefrorene” Flugzeug. D.h. die Derivative des
Schwingungs- Biegeanteil φbi Torsionsanteil φ
t
i ungeda¨mpfte Eigen-
form i frequenz ω0i [
rad
s
]
1 φ1 0 8.158
2 φ2 0 22.706
3 φ3 0 46.368
4 0 ψ1 28.225
Tabelle 5.2: Symmetrische Struktureigenschwingungsformen
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Abbildung 5.12: Eigenform der 1. Biegeschwingung φ1. ’o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken
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Abbildung 5.13: Eigenform der 2. Biegeschwingung φ2. ’o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken
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Abbildung 5.14: Eigenform der 3. Biegeschwingung φ3. ’o’ markiert die Positio-
nen von Rumpf und Triebwerken
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Abbildung 5.15: Eigenform der ersten Torsionsschwingung ψ1. ’o’ markiert die
Positionen von Rumpf und Triebwerken
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ζi = ζ0i + ζaiqi konstanter auslenkungsabha¨ngiger
Schwingungsform i Strukturda¨mpfungsgrad ζ0i Strukturda¨mpfungsgrad ζai
1 0.3 0.01
2 0 0.1
3 0 0.1
4 0.2 0.1
Tabelle 5.3: Strukturda¨mpfungsanteile der elastischen Eigenschwingungsformen
starren Flugzeuges setzen sich nun aus einem Anteil des unverformten, starren Flugzeu-
ges und einem Anteil der aus der jetzt als konstant angenommenen elastischen Verfor-
mung resultiert zusammen. Dazu werden die Derivative derart angepasst, dass sich im
betrachteten Trimmpunkt die gleichen Zustandsgro¨ßen einstellen wie im Fall des flexiblen
Flugzeuges.
Trimmzustand:
Horizontaler Geradeausflug mit 120 m/s
flexibel unverformt verformt
starr starr
α [◦] 3.5092 5.3074 3.5092
V [m/s] 120 120 120
Θ [◦] 3.5092 5.3074 3.5092
q [rad/s] 0.0 0.0 0.0
β [◦] 0.0 0.0 0.0
p [rad/s] 0.0 0.0 0.0
Φ [◦] 0.0 0.0 0.0
r [rad/s] 0.0 0.0 0.0
q1 [m] −3.8295 — —
q2 [m] −0.2909 — —
q3 [m] −0.0732 — —
q4 [rad] 0.1289 — —
Tabelle 5.4: Zustandsgro¨ßen des flexiblen bzw. starren Flugzeuges
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5.2 Analyseergebnisse
Die Ergebnisse der nichtlinearen Analyse der beiden Flugzeugkonfigurationen werden in
den folgenden Abschnitten dargestellt und diskutiert. Dazu werden jeweils ausgewa¨hlte
Trimmzusta¨nde mit den zugeho¨rigen Bewegungsformen untersucht.
5.2.1 Flexibles und starres Flugzeug
Tabelle 5.5 listet die Eigenwerte der Bewegungsformen des flexiblen Flugzeuges fu¨r unter-
schiedliche Fluggeschwindigkeiten auf. Die Trimmzusta¨nde sind dabei jeweils horizontale
Geradeausflu¨ge, an denen die Bewegungsgleichungen linearisiert und die Eigenwerte be-
stimmt wurden. Bei Verzicht auf das Mitfu¨hren der Zustandsgro¨ßen der Position und
des Gierwinkels reduziert sich die Anzahl der Zustandsgro¨ßen auf 8 Starrko¨rperzustands-
gro¨ßen und 8 elastische Zustandsgro¨ßen. Entsprechend ergeben sich 16 Eigenwerte, die
anhand der dominierenden Zustandsgro¨ßenamplituden den klassischen Starrko¨rperbewe-
gungsformen und den neu hinzugekommenen elastischen Bewegungsformen zugeordnet
werden ko¨nnen. Dies sind die Anstellwinkelschwingung, Phygoide, Taumelschwingung,
Rollbewegung und Spiralbewegung, sowie die 4 Eigenschwingungsformen der elastischen
Struktur, die aufgrund der Entkopplung als 3 Biegeschwingungen und eine Torsions-
schwingung identifiziert werden ko¨nnen.
Die Anstellwinkelschwingung zeichnet sich durch eine hohe Frequenz (1.383 rad/s bei
V = 100m/s) und starke Da¨mpfung aus, wobei sowohl Da¨mpfung, als auch Frequenz
Bewegungsf. V = 100m
s
V = 110m
s
V = 120m
s
V = 130m
s
α-Schw. −0.498± 1.383i −0.590± 1.531i −0.699± 1.691i −0.827± 1.875i
Phygoide −0.022± 0.145i −0.021± 0.137i −0.022± 0.131i −0.023± 0.127i
Taumelschw. −0.023± 0.258i −0.024± 0.275i −0.025± 0.293i −0.026± 0.311i
Rollbeweg. −1.3558 −1.6398 −1.9508 −2.2885
Spiralbeweg. +0.0043 +0.0041 +0.0040 +0.0038
1. Biegeform −5.533± 5.828i −6.103± 5.084i −6.778± 3.807i −8.730 /− 6.391
2. Biegeform −3.458± 22.23i −4.181± 21.54i −4.275± 20.58i −4.039± 19.72i
3. Biegeform −1.817± 46.23i −1.976± 46.21i −2.133± 46.18i −2.290 + 46.15i
1. Torsionsf. −4.684± 23.66i −3.947± 23.39i −3.743± 23.33i −3.776± 23.17i
Tabelle 5.5: Eigenwerte des flexiblen Flugzeuges
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mit zunehmender Fluggeschwindigkeit zunehmen. Die Phygoide als zweite Bewegungs-
form der La¨ngsbewegung besitzt eine um eine Gro¨ßenordnung niedrigere Frequenz als die
Anstellwinkelschwingung und ist deutlich weniger geda¨mpft. Dabei zeigt sich die Da¨mp-
fung als wenig abha¨ngig von der Fluggeschwindigkeit, wa¨hrend die Frequenz zu ho¨heren
Fluggeschwindigkeiten hin abnimmt.
Taumelschwingung, Rollbewegung und Spiralbewegung sind Eigenformen der Seiten-
bewegung, wobei Da¨mpfung und Frequenz der Taumelschwingung von a¨hnlicher Gro¨ßen-
ordnung sind wie bei der Phygoide und mit steigender Fluggeschwindigkeit zunehmen.
Roll- und Spiralbewegung hingegen sind aperiodische Bewegungsformen, wobei die Da¨mp-
fung der Rollbewegung sehr groß ist und mit zunehmender Fluggeschwindigkeit noch
gro¨ßer wird. Bei der Spiralbewegung handelt es sich als einzige Bewegungsform mit ei-
nem positiven Realteil des Eigenwertes um eine aufklingende Bewegungsform, allerdings
mit einer sehr schwachen Anfachung, welche bei zunehmender Fluggeschwindigkeit leicht
abnimmt.
Alle elastischen Eigenbewegungsformen sind stark geda¨mpfte Schwingungsformen, mit
Ausnahme der 1. Biegeeigenform, deren Frequenz bei zunehmender Fluggeschwindigkeit
so weit abnimmt, dass sie zu zwei aperiodischen, stark geda¨mpften Bewegungsformen de-
generiert. Die Frequenzen der u¨brigen elastischen Eigenschwingungsformen nehmen eben-
falls mit zunehmender Fluggeschwindigkeit ab, sie bleiben jedoch aufgrund des ho¨heren
Frequenzniveaus immer oszillierende Bewegungsformen.
Ein Vergleich der Frequenzen von Anstellwinkelschwingung und 1. Biegeeigenschwin-
gung zeigt, dass das Frequenzverha¨ltnis von zuna¨chst ≈ 4.2 bei V = 100m/s u¨ber ≈ 3.4
bei V = 110m/s bis auf ≈ 2.2 bei V = 120m/s abgenommen hat, bevor die 1. Biegeei-
genschwingung verschwindet.
5.2.2 Der lineare Einfluss der Flexibilita¨t
Zur Beurteilung des linearen Einflusses der Flexibilita¨t des Flu¨gels auf das dynamische
Verhalten des Flugzeuges zeigt Tabelle 5.6 die Eigenwerte des starren Flugzeuges und
die Tabellen 5.7 und 5.8 die Differenzen der Real- bzw. Imagina¨rteile der Eigenwerte im
Vergleich zum elastischen Flugzeug.
Zuna¨chst fa¨llt auf, dass die Abweichungen in den Eigenwerten der Seitenbewegung
sehr gering sind (≤ 2.5%). Ein Einfluss der symmetrischen Verformung auf die Seitenbe-
wegung ist demnach kaum vorhanden. Ein anderes Bild ergibt sich bei den La¨ngsbewe-
gungsformen. Mit zunehmender Fluggeschwindigkeit und damit verbundener Anna¨herung
der Frequenzen von Anstellwinkelschwingung und 1. Biegeschwingung ergibt sich vor al-
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Bewegungsf. V = 100m
s
V = 110m
s
V = 120m
s
V = 130m
s
α-Schw. −0.452± 1.336i −0.521± 1.469i −0.588± 1.570i −0.626± 1.616i
Phygoide −0.021± 0.132i −0.019± 0.119i −0.019± 0.109i −0.019± 0.099i
Taumelschw. −0.022± 0.259i −0.024± 0.276i −0.025± 0.294i −0.026± 0.312i
Rollbew. −1.3561 −1.6401 −1.9510 −2.2887
Spiralbew. +0.0042 +0.0041 +0.0039 +0.0038
Tabelle 5.6: Eigenwerte des starren Flugzeuges
lem bei der Anstellwinkelschwingung eine erhebliche Differenz im Eigenwert. Wa¨hrend
bei V = 100m/s die relativen Abweichung der Da¨mpfung und Frequenz schon 9.3% bzw.
3.4% betra¨gt, so steigt sie bis V = 130m/s auf 13.8%, bzw. 24.2%. Die Differenzen der
Eigenwerte der Phygoide zeigen ein a¨hnliches Verhalten, wobei allerdings die absoluten
Differenzen erheblich geringer sind. Dieses Verhalten deckt sich mit Beobachtungen in [9],
nachdem ab einem Frequenzverha¨ltnis der niedrigsten Struktureigenfrequenz zur ho¨chsten
Starrko¨rpereigenfrequenz von unter 3.5 Kopplungseffekte zwischen Starrko¨rperbewegung
und elastischer Bewegung zu erwarten sind.
Bewegungsf. V = 100m
s
V = 110m
s
V = 120m
s
V = 130m
s
α-Schw. 0.0462 (9.3%) 0.0692 (11.7%) 0.1110 (15.9%) 0.2003 (24.2%)
Phygoide 0.0014 (6.3%) 0.0021 (9.8%) 0.0028 (12.9%) 0.0038 (16.7%)
Taumelschw. 0.0002 (0.9%) 0.0002 (0.8%) 0.0002 (0.8%) 0.0001 (0.4%)
Rollbew. 0.0003 (0.02%) 0.0003 (0.02%) 0.0002 (0.01%) 0.0002 (0.01%)
Spiralbew. 0.0001 (2.3%) 0 (0%) 0.0001 (2.5%) 0 (0%)
Tabelle 5.7: Differenzen des Realteils der Eigenwerte starres/flexibles Flugzeug
Bewegungsf. V = 100m
s
V = 110m
s
V = 120m
s
V = 130m
s
α-Schw. 0.0467 (3.4%) 0.0629 (4.1%) 0.1207 (7.1%) 0.2586 (13.8%)
Phygoide 0.0130 (8.9%) 0.0174 (12.7%) 0.022 (16.8%) 0.0279 (21.9%)
Taumelschw. 0.0013 (0.5%) 0.0012 (0.4%) 0.0012 (0.4%) 0.0011 (0.3%)
Tabelle 5.8: Differenzen des Imagina¨rteils der Eigenwerte starres/flexibles Flugzeug
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5.2.3 Anstellwinkelschwingung
Abbildung 5.16 zeigt das Ergebnis der nichtlinearen Analyse der Anstellwinkelschwingung
des flexiblen Flugzeuges mit dem ASTAN-Verfahren bei V = 120m/s. Aufgetragen sind
Da¨mpfung und Frequenz, d.h. Real- und Imagina¨rteil des Eigenwertes der Anstellwinkel-
schwingung, u¨ber der Auslenkung der bei dieser Bewegungsform dominierenden Zustands-
gro¨ße α aus ihrer Ruhelage. Im Wesentlichen zeigt sich eine Abnahme der Da¨mpfung und
Erho¨hung der Frequenz bei zunehmender Auslenkungsamplitude. Betrachtet man jedoch
die Absolutwerte der A¨nderungen, so zeigt sich, dass diese im Verha¨ltnis zu den Eigenwer-
ten der linearisierten Lo¨sung bei ∆α = 0 verschwindend gering sind. Die Anstellwinkel-
schwingung zeigt also selbst bei großen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage nahezu
lineares Verhalten.
Abbildung 5.17 zeigt den Eigenwertverlauf der Anstellwinkelschwingung fu¨r das starre
Flugzeug. Anders als beim flexiblen Flugzeug nimmt hier die Da¨mpfung bei gro¨ßer werden-
der ∆α-Auslenkung zu. Allerdings zeigt sich auch hier, dass die Anstellwinkelschwingung
in Anbetracht der sehr geringen absoluten A¨nderung als nahezu linear anzusehen ist.
Die Beru¨cksichtigung der Flexibilita¨t zeigt bei der linearen Analyse im vorherigen Ab-
schnitt fu¨r die Anstellwinkelschwingung eine deutliche Beeinflussung der Eigenwerte. Die
nichtlineare Analyse zeigt, dass sich auch im nichtlinearen Verhalten qualitative A¨nde-
rungen ergeben, die allerdings aufgrund ihrer geringen Gro¨ße kaum ins Gewicht fallen.
0 2 4 6 8 10
−0.699
−0.6985
−0.698
−0.6975
−0.697
−0.6965
δA
∆α [°]
Dämpfung der Anstellwinkelschwingung
0 2 4 6 8 10
1.69
1.692
1.694
1.696
1.698
1.7
Frequenz der Anstellwinkelschwingung
ωA
∆α [°]
Abbildung 5.16: Eigenwertverl. der α-Schwingung (flexibles Flugzeug, V = 120m/s)
76 5 Flexibles Flugzeug
Abbildung 5.17: Eigenwertverl. der α-Schwingung (starres Flugzeug, V = 120m/s)
5.2.4 Phygoide
Typischerweise zeichnet sich die Phygoide durch einen stetigen Austausch von kinetischer
und potentieller Energie in Form von Fluggeschwindigkeit und Flugho¨he aus. Dies ge-
schieht mit niedriger Frequenz, wobei die A¨nderung des Nickwinkels gegenu¨ber den A¨nde-
rungen der anderen Zustandsgro¨ßen dominiert. Aufgrund ihrer Dominanz wurde daher die
Nickwinkela¨nderung ∆Θ fu¨r diese Analyse als Auslenkungsamplitude gewa¨hlt. Die Ergeb-
nisse der nichtlinearen Analyse der Phygoide des flexiblen Fugzeuges bei V = 120m/s
sind in Abbildung 5.18 dargestellt. Obwohl bei reellen Flugzeugen in der Praxis sicher
nur mit erheblich geringeren Nickwinkelschwankungen zu rechnen ist, wurde die Analy-
se zur Verdeutlichung der auftretenden Effekte bis zu einer Auslenkungsamplitude von
∆Θ = 45◦ durchgefu¨hrt. Bis zu ∆Θ = 45◦ wa¨chst der negative Realteil δP des Eigenwer-
tes von −0.0217 auf −0.0256 an. Dies entspricht einer Vergro¨ßerung der Da¨mpfung um
18%. Die Frequenz der Bewegungsform nimmt mit zunehmender Auslenkungsamplitude
ebenfalls zu, allerdings mit 2% Zuwachs bis 45◦ Nickwinkelamplitude deutlich weniger als
die Da¨mpfung. Abbildung 5.19 zeigt die Da¨mpfungs- und Frequenzverla¨ufe der Phygoi-
de des starren Flugzeuges, ausgehend vom gleichen Gleichgewichtspunkt. Man erkennt
ebenfalls eine Vergro¨ßerung des negativen Realteils des Eigenwertes, jedoch mit einem
kleineren Gradienten als im Falle des flexiblen Flugzeuges. Bis zur Auslenkungsamplitude
von ∆Θ = 45◦ ergibt sich hier eine A¨nderung von 7%. Die A¨nderung der Frequenz fa¨llt mit
1% ebenfalls geringer aus als beim flexiblen Flugzeug, wobei nun eine Frequenzabnahme
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Abbildung 5.18: Eigenwertverlauf der Phygoide (flexibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.19: Eigenwertverlauf der Phygoide (starres Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.20: Verlauf der Zustandsgro¨ßen bei der Phygoide (flexibles Flug-
zeug, V = 120m/s, Anfangsauslenkung ∆Θ = 20◦, — ASTAN,
- - - RKF)
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zu beobachten ist.
Die Zeitverla¨ufe der Zustandsgro¨ßen der Phygoide (Abbildung 5.20) zeigen, dass im
betrachteten Bezugsflugzustand bei einer Anfangsamplitude von ∆Θ = 45◦ die Flugge-
schwindigkeit wa¨hrend der Schwingung zwischen 100 und 150m/s betragen kann. Daher
sind bei der Phygoide alleine schon aufgrund der Abha¨ngigkeit der Luftkra¨fte vom Qua-
drat der Fluggeschwindigkeit nichtlineare Effekte sowohl beim flexiblen, als auch beim
starren Flugzeug zu erwarten. Im Fall des flexiblen Flugzeuges kommen zusa¨tzlich noch
die mit der Fluggeschwindigkeit zunehmenden elastischen Verformungen mit den entspre-
chend vera¨nderten Luftkra¨ften hinzu. Insbesondere die nichtlinearen Widerstandskra¨fte
aufgrund der Flu¨geltorsion entfalten dabei eine da¨mpfende Wirkung auf die Bewegungs-
form.
5.2.5 Taumelschwingung
In den Abbildungen 5.21 und 5.22 sind die Kenngro¨ßenverla¨ufe der Taumelschwingung
in Abha¨ngigkeit der Schiebwinkelamplitude ∆β fu¨r das flexible und das starre Flugzeug
dargestellt. Wieder wurde mit einer maximalen Auslenkungsamplitude von ∆β = 30◦ ein
deutlich gro¨ßerer Schiebewinkelbereich als im Realfall zu erwarten ist, untersucht. Beide
Flugzeugmodelle zeigen ein sehr a¨hnliches Verhalten. Die schwache Da¨mpfung nimmt mit
zunehmender Schiebewinkelamplitude ab, wa¨hrend die Frequenz zunimmt. Beide A¨nde-
rung fallen allerdings mit 3.5% bzw. 0.5% sehr gering aus. Die Taumelschwingung zeigt
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Abbildung 5.21: Eigenwertverlauf der Taumelschw. (flexibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.22: Eigenwertverlauf der Taumelschwingung (starres Flugzeug, V = 120m/s)
als oszillierende Seitenbewegungsform kaum Auswirkungen auf die Zustandsgro¨ßen der
La¨ngsbewegung und somit auch nicht auf die ausschließlich symmetrisch modellierten ela-
stischen Zustandsgro¨ßen. Dementsprechend spielt die elastische Verformung im Fall der
Taumelschwingung keine Rolle, so dass das starre und das flexible Flugzeug hier gleiches
Verhalten aufweisen.
5.2.6 Rollbewegung
Die Rollbewegung stellt mit ihrem rein reellen Eigenwert die erste der beiden aperiodi-
schen Bewegungsformen dar. Sie weist mit δR ≈ −1.95 eine starke Da¨mpfung auf, die sich
auch bei hohen Auslenkungwerten der bei dieser Bewegungsform dominanten Rollrate ∆p
kaum a¨ndert (Abbildung 5.23). Die nichtlineare Analyse zeigt, dass sowohl beim flexiblen,
als auch beim starren Flugzeug die A¨nderung der Da¨mpfung gering ist (≈ 0.1%)und die
Rollbewegung somit nahezu lineares Verhalten aufweist.
5.2.7 Spiralbewegung
Die Spiralbewegung des flexiblen Flugzeuges sticht als einzige instabile Bewegungsform
mit einem positiven Eigenwert aus der Menge der Bewegungsformen in Tabelle 5.5 hervor.
Ihre Eigenwert und Eigenvektorverla¨ufe sind in Abbildung 5.24 u¨ber der Rollwinkelaus-
lenkung ∆Φ aufgetragen. Der bei verschwindender Auslenkung mit ∆Φ = 0◦ zuna¨chst
positive Eigenwert von 0.0040 nimmt mit gro¨ßer werdender Auslenkung ab, bis er bei
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Abbildung 5.23: Eigenwertverla¨ufe der Rollbewegung (starres u. flexibles Flug-
zeug, V = 120m/s)
Abbildung 5.24: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung a) (fle-
xibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.25: Bifurkationsdiagramm des Rollwinkels Φ u¨ber dem Ho¨henru-
derausschlag δH
∆Φ ≈ 32◦ schließlich zu 0 wird. Ein verschwindender Eigenwert bedeutet allerdings we-
gen d(∆Φ)
dt
= δ ·∆Φ (Kap. 2), dass sich ∆Φ im Zeitverlauf nicht weiter a¨ndern kann. Dies
bedeutet, dass an dieser Stelle ein neuer, zusa¨tzlicher Gleichgewichtspunkt vorliegen muss.
Das Bifurkationsdiagramm in Abbildung 5.25 soll dieses Verhalten des Systems ver-
deutlichen. Aufgetragen sind hier die Rollwinkellagen mo¨glicher Gleichgewichtszusta¨nde
u¨ber dem Ho¨henruderausschlag δH . Dazu wurde der Gleichgewichtszustand bei V =
120m/s aus Tabelle 5.4 entnommen und, unter Beibehaltung der anderen Ruderaus-
schla¨ge und des Schubes, die sich bei sukzessiver A¨nderung des Ho¨henruderausschlages
jeweils neu ergebenden Gleichgewichtslagen, einschließlich ihrer Verzweigungen, ermittelt.
Negative Werte des Ho¨henruderausschlages δH entsprechen einem ’Ziehen’ am Ho¨henru-
der, positive einem ’Dru¨cken’. Entsprechend nimmt die Fluggeschwindigkeit von links
nach rechts im Bifurkationsdiagramm zu. Bei großem negativen Ho¨henruderausschlag δH
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und entsprechend niedriger Fluggeschwindigkeit existiert zuna¨chst nur eine einzige, stabi-
le Gleichgewichtslage mit Φ = 0◦, also ein Geradeausflug. Bei Verringerung des Betrages
des Ho¨henruderausschlages und damit Zunahme der Fluggeschwindigkeit u¨ber einen be-
stimmten Punkt hinaus (δH ≈ −0.284 rad) a¨ndert sich das Verhalten jedoch schlagartig.
Die stabile Gleichgewichtslage verzweigt sich in eine instabile und zwei stabile Lo¨sungen.
Die beiden stabilen Lo¨sungen entsprechen einer stationa¨ren Spiralbewegung mit jeweils
konstanten Rollwinkeln, einmal rechtsdrehend und einmal linksdrehend. Der Geradeaus-
flug bleibt ebenfalls eine mo¨gliche Lo¨sung, jetzt allerdings als instabile Bewegungsform.
Wird der Ho¨henruderausschlag noch weiter verringert, so vereinen sich die drei mo¨glichen
Gleichgewichtszusta¨nde bei δH ≈ 0.002 rad wieder zu einem einzigen, stabilen Geradeaus-
flug.
Der Ausgangspunkt der in Abbildung 5.24 dargestellten nichtlinearen Analyse ist im
Bifurkationsdiagramm auf dem instabilen Zweig mit einem Kreis markiert. Die Analy-
se entspricht dann einer Stabilita¨tsuntersuchung entlang der gestrichelten Linie hin zu
gro¨ßeren Werten von ∆Φ entsprechend Richtung a) im Bifurkationsdiagramm. Kleine
Auslenkungen aus der instabilen Gleichgewichtslage fu¨hren bezu¨glich des Geradeausflu-
ges zu einem divergenten Verlauf der Zustandsgro¨ßen in Richtung des stabilen Zweiges.
Eine Auslenkung >≈ 32◦, also u¨ber den stabilen Zweig hinaus, wird jedoch ebenfalls auf
den stabilen Zweig fu¨hren, d.h bezu¨glich des Geradeausfluges liegt dann kein divergen-
tes Verhalten mehr vor. Im Eigenwertverlauf spiegelt sich dies durch den Wechsel des
Vorzeichens bei ≈ 32◦ wieder. Die nichtlineare Analyse erlaubt somit eine quantitative
Stabilita¨tsaussage entlang eines vertikalen Schnittes im Bifurkationsdiagramm.
Abbildung 5.26 zeigt den Zeitverlauf der Zustandsgro¨ßen der Spiralbewegung fu¨r eine
Anfangsauslenkung von ∆Φ = 5◦. Dabei wurden die Anfangsauslenkungen der anderen
Zustandsgro¨ßen mit Hilfe der u¨ber den Eigenvektorverlauf in Abbildung 5.24 festgelegten
Amplituden- und Phasenverha¨ltnisse so bestimmt, dass mo¨glichst nur die Spiralbewegung
angeregt wurde. Die Zeitverla¨ufe zeigen das erwartete Verhalten: Der zuna¨chst divergente
Verlauf fu¨hrt die Zustandsgro¨ßen weg vom Geradeausflug. Bei gro¨ßer werdender Auslen-
kung streben sie jedoch gegen einen neuen Gleichgewichtspunkt mit Φ ≈ 32◦. Der neue,
stabile Flugzustand besitzt einen kleineren Anstellwinkel, eine ho¨here Geschwindigkeit
und einen kleineren Nickwinkel, sowie die im stationa¨ren Spiralflug konstanten Drehr-
aten p, q, und r. Außerdem weisen die vergro¨ßerten Auslenkungen der generalisierten
Koordinaten der elastischen Verformung auf eine erho¨hte Strukturbelastung im Kurven-
flug hin. Dabei zeigen die aus den Eigenwert- und Eigenvektorverla¨ufen rekonstruierten
Zeitverla¨ufe eine sehr gute U¨bereinstimmung mit den Zeitverla¨ufen der direkten Runge-
Kutta-Fehlberg-Integration.
84 5 Flexibles Flugzeug
Abbildung 5.26: Verlauf der Zustandsgro¨ßen bei der Spiralbewegung (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s, Anfangsauslenkung ∆Φ = 5◦, —
ASTAN, - - - RKF)
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Wird anstelle des instabilen Geradeausfluges einer der stabilen Gleichgewichtspunk-
te als Ausgangspunkt fu¨r eine Analyse genommen, so ergibt sich ein Kenngro¨ßenverlauf
gema¨ß Abbildung 5.27. Diese Analyse ist im Bifurkationsdiagramm mit b) gekennzeichnet.
Hier wird der zuna¨chst negative Eigenwert der stabilen Bewegungsform mit zunehmen-
dem Auslenkungsbetrag immer kleiner, bis er bei ∆Φ ≈ −32◦ wiederum das Vorzeichen
wechselt. Eine Auslenkung von ∆Φ < −32◦ bezu¨glich der stabilen Bewegungsform fu¨hrt
u¨ber den Zustand des Geradeausfluges hinaus, so dass damit eine Spiralbewegung in die
entgegengesetzte Richtung eingeleitet wird. Entsprechend a¨ndert sich das zuna¨chst stabile
Verhalten bei einer ausreichend grossen Auslenkung zu einem divergenten Verhalten.
Abbildung 5.28 zeigt den Kenngro¨ßenverlauf fu¨r die instabile Spiralbewegung des star-
ren Flugzeuges. Ein Vergleich mit Abbildung 5.24 zeigt, dass auch hier das starre und
das flexible Flugzeug eine sehr a¨hnliche nichtlineare Charakteristik aufweisen. Der neue
Gleichgewichtspunkt liegt mit ∆Φ ≈ 30.5◦ nahe an dem des flexiblen Flugzeuges und le-
diglich die Eigenvektorkomponente der Fluggeschwindigkeit zeigt einen deutlich sta¨rkeren
Gradienten. Im Zeitverlauf der Zustandsgro¨ßen (Abbildung 5.29) macht sich dies jedoch le-
diglich durch eine erho¨hte Fluggeschwindigkeit im stationa¨ren Spiralflug von V ≈ 131m/s
im Vergleich zu V ≈ 128m/s beim flexiblen Flugzeug bemerkbar. Sowohl das flexible als
auch das starre Flugzeug weisen somit bei der Spiralbewegung ein ausgepra¨gtes nicht-
lineares Verhalten auf. Die wesentliche Ursache hierfu¨r ist in der Nichtlineartita¨t der
Abbildung 5.27: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung b) (fle-
xibles Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.28: Eigenwert- und Eigenvektorverlauf der Spiralbewegung a)
(starres Flugzeug, V = 120m/s)
Starrko¨rperdynamik zu suchen. Zum einen macht sich der sinusfo¨rmige Einfluss des Gra-
vitationsvektors aufgrund des sich bei der instabilen Bewegungsform schnell aufbauenden
Rollwinkels als a¨ußere Kraft in der Dynamik bemerkbar und zum anderen u¨ben die ent-
stehenden Drehraten um alle drei Achsen u¨ber die Eulerterme der Bewegungsgleichungen
ihren Einfluss aus. Im Zusammenspiel bewirken diese Faktoren, dass ab einem bestimmten
Rollwinkel und den dazugeho¨rigen Drehraten der instabile Charakter der Spiralbewegung
aufgehoben wird und das Flugzeug eine neue Gleichgewichtslage einnimmt.
5.2.8 Elastische Eigenbewegungsformen
Die Abbildungen 5.30 bis 5.33 stellen die Ergebnisse der Analysen der vier elastischen
Eigenbewegungsformen dar, wobei als Auslenkungsamplituden jeweils die zugeho¨rigen
generalisierten Koordinaten gewa¨hlt wurden. Bei allen Bewegungsformen ist deutlich der
Einfluss der auslenkungsabha¨ngigen Strukturda¨mpfung zu erkennen. Die Da¨mpfung des
Systems nimmt mit zunehmender Auslenkungsamplitude zu, wobei die 1. Biegeschwin-
gung (q1) aufgrund des kleineren auslenkungsabha¨ngigen Strukturda¨mpfungsanteils (Ta-
belle 5.3) einen weniger ausgepra¨gten Realteilzuwachs des Eigenwertes aufweist als die
anderen elastischen Schwingungsformen. Bei den drei Biegeeigenformen (q1-q3) zeigt sich
eine Verringerung der Schwingungsfrequenz bei zunehmender Auslenkungsamplitude. Die
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Abbildung 5.29: Verlauf der Zustandsgro¨ßen bei der Spiralbewegung (starres
Flugzeug, V = 120m/s, Anfangsauslenkung ∆Φ = 5◦, —
ASTAN, - - - RKF)
Torsionsschwingung zeigt hingegen eine Zunahme der Frequenz bei Vergro¨ßerung von ∆q4.
5.2.9 Analyse des Einflusses einfacher Reglerstukturen
Im Gleichgewichtspunkt bei V = 120m/s besitzt das flexible Flugzeug einen Eigenwert
von µA = −0.699 ± 1.691i fu¨r die Anstellwinkelschwingung und einen Eigenwert von
µP = −0.022 ± 0.131i fu¨r die Phygoide (Tabelle 5.5). Bei der Anstellwinkelschwingung
entspricht dies einem Da¨mpfungsgrad von D = 0.38 bei einer ungeda¨mpften Eigenkreis-
frequenz von ω0 = 0.29Hz und bei der Phygoide einem Da¨mpfungsgrad von D = 0.164
bei einer ungeda¨mpften Eigenkreisfrequenz von ω0 = 0.021Hz. Damit liegen die dynami-
schen Eigenschaften der La¨ngsbewegung des ungeregelten, flexiblen Flugzeuges am Rande
des fu¨r Flugzeuge dieser Kategorie u¨blicherweise als zufriedenstellend erachteten Flugei-
genschaftsspektrums [30].
Die Flugeigenschaften sollen daher im Folgenden mit Hilfe einer Basisregelung durch
Zustandsvektorru¨ckfu¨hrung verbessert werden. Dazu werden die Zustandsgro¨ßen α, V, q
und Θ u¨ber einen Versta¨rkungsvektor K auf den getrimmten Ho¨henruderausschlag δHt
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Abbildung 5.30: Eigenwertverlauf der 1. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.31: Eigenwertverlauf der 2. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.32: Eigenwertverlauf der 3. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.33: Eigenwertverlauf der 4. elastischen Bewegungsform (flexibles
Flugzeug, V = 120m/s)
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Abbildung 5.34: Zustandsvektorru¨ckfu¨hrung
zuru¨ckgefu¨hrt (Abbildung 5.34). Das Regelgesetz fu¨r den einzustellenden Ho¨henruderaus-
schlag δHs ergibt sich damit zu
δHs = δHt −K


α
V
q
Θ

 . (5.70)
Die Eigendynamik des Stellgliedes wird in Form eines Verzo¨gerungsgliedes 1. Ord-
nung modelliert. Dazu werden die Differentialgleichungen der Flugzeugbewegung um den
Stellgliedfreiheitsgrad δH erweitert:
δ˙H =
1
Ts
(δHs − δH) (5.71)
Nach [6] wird als typische Zeitkonstante fu¨r hydraulische Reglerservos Ts = 0.03 s ange-
nommen.
Die nichtlinearen Eigenschaften des Stellantriebes werden durch die maximale Stell-
geschwindigkeit δ˙Hmax definiert. Dabei hat es sich als gu¨nstig erwiesen (vgl. Kap. 2.2.6),
die Eingangsstellgeschwindigkeit δ˙H nicht durch eine unstetige Funktion auf die limitierte
Ausgangsstellgeschwindigkeit δ˙′H abzubilden (gestrichelte Linie in Abbildung 5.35), son-
dern durch eine Funktion mit stetigem Verlauf (durchgezogenen Linie in Abbildung 5.35).
Die Abbildungsvorschrift lautet
δ˙′H = atan
(
δ˙H
δ˙Hmax
·
pi
2
)
·
δ˙Hmax
pi
2
. (5.72)
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Abbildung 5.35: Limitierung der Ruderstellgeschwindigkeit (hier: δ˙Hmax = 1 rad/s)
Bei einemem horizontalen Geradeausflug mit V = 120m/s wird fu¨r die Anstellwin-
kelschwingung als Auslegungsziel des Reglers ein Da¨mpfungsgrad von D = 0.8 bei einer
ungeda¨mpften Eigenkreisfrequenz von ω0 = 0.25Hz und fu¨r die Phygoide ein Da¨mpfungs-
grad von D = 0.4 bei einer unvera¨nderten ungeda¨mpften Eigenkreisfrequenz vorgegeben.
Dies entspricht einem Eigenwert von µA − 1.256 ± 0.942i fu¨r die Anstellwinkelschwin-
gung, bzw. µP − 0.053 ± 0.122i fu¨r die Phygoide. Nach entsprechender Auslegung des
Versta¨rkungsvektors K ergeben sich damit die Eigenwerte des geregelten flexiblen Flug-
zeuges gema¨ß Tabelle 5.9. Die La¨ngsbewegung weist jetzt im Gleichgewichtspunkt die
gewu¨nschten Eigenwerte auf, wa¨hrend die u¨brigen Eigenwerte nahezu unvera¨ndert blei-
ben. Lediglich die erste Biegeschwingung wird aufgrund der Na¨he ihrer Frequenz zur An-
stellwinkelschwingung durch die Zustandsvektorru¨ckfu¨hrung auf das Ho¨henruder leicht
beeinflusst.
Eine Auswirkung der Nichtlinearita¨t des Stellgliedes auf die Eigenbewegung des Flug-
zeuges ist vor allem bei der Anstellwinkelschwingung zu erwarten, da hier bei großen
Amplituden der zuru¨ckgefu¨hrten Zustandsgro¨ßen und zusa¨tzlich einer im Vergleich zur
Phygoide hohen Frequenz mit den ho¨chsten Laufgeschwindigkeiten des Stellantriebes zu
rechnen ist. Abbildung 5.36 zeigt den Verlauf von Da¨mpfung und Frequenz der Anstell-
winkelschwingung u¨ber der Auslenkungsamplitude des Anstellwinkels. Dabei sind die
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Bewegungsf. ohne Regler mit Regler
α-Schw. −0.699± 1.691i −1.256± 0.942i
Phygoide −0.022± 0.131i −0.053± 0.122i
Taumelschw. −0.025± 0.293i −0.025± 0.293i
Rollbew. −1.9508 −1.9507
Spiralbew. +0.0040 +0.0040
1. Biegeform −6.778± 3.807i −6.726± 3.776i
2. Biegeform −4.275± 20.58i −4.276± 20.58i
3. Biegeform −2.133± 46.18i −2.133± 46.18i
1. Torsionsf. −3.743± 23.33i −3.743± 23.33i
Tabelle 5.9: Eigenwerte des flexiblen Flugzeuges mit u. ohne Regler, V = 120m/s
Abbildung 5.36: Eigenwertverl. der α-Schwingung (flexibles Flugzeug
mit Regler bei unterschiedlichen Stellgeschwindigkeits-
begrenzungen δ˙Hmax, V = 120m/s)
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Verla¨ufe fu¨r unterschiedliche maximale Laufgeschwindigkeiten δ˙Hmax aufgetragen. Bei
δ˙Hmax = 10 rad/s bleibt die bei der Anstellwinkelschwingung erreichte Laufgeschwin-
digkeit des Stellantriebs stets weit unterhalb von δ˙Hmax, so dass die Kenngro¨ßenverla¨ufe
praktisch denjenigen eines geregelten Flugzeuges ohne Laufgeschwindigkeitsbegrenzung
entsprechen. Qualitativ verhalten sich Da¨mpfung und Frequenz analog zum ungeregelten
Flugzeug (Abbildung 5.16), d.h. die Da¨mpfung nimmt mit zunehmender Auslenkungsam-
plitude ab, wa¨hrend die Frequenz zunimmt. Bedingt durch die fu¨r das Konvergenzverhal-
ten des Verfahrens wichtige kontinuierliche Modellierung der Laufgeschwindigkeitsbegren-
zung (Kap. 2.2.6) ist ein Einfluss von δ˙Hmax bereits ab δ˙Hmax ≈ 1 rad/s zu erkennen. Die
Verringerung der Da¨mpfung u¨ber der Auslenkungsamplitude ∆α zeigt sich dann weniger
stark ausgepra¨gt, wa¨hrend die Frequenzsteigerung zunimmt. Diese Tendenz setzt sich bei
weiterer Verringerung von δ˙Hmax fort, bis es bei sehr niedrigen maximalen Stellgeschwin-
digkeiten von etwa δ˙Hmax < 0.25 rad/s sogar zu einer Versta¨rkung der Da¨mpfung u¨ber
der Auslenkungsamplitude kommt. In der Praxis werden die maximalen Stellgeschwin-
digkeiten bei solch einem Flugzeug allerdings nicht unter 100 ◦/s bzw. 1.75 rad/s liegen,
so dass ihr nichtlinearer Einfluss nur sehr schwach ausgepra¨gt sein wird. Daru¨ber hinaus
erweisen sich die absoluten A¨nderungen von Da¨mpfung und Frequenz bei Auslenkung aus
dem Gleichgewichtspunkt auch beim geregelten Flugzeug als sehr gering. Analog zum un-
geregelten Fall zeigt das geregelte Flugzeug daher in der La¨ngsbewegung nahezu lineares
Verhalten.
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6 Zusammenfassung und Ausblick
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Stabilita¨tsanalyse der Dynamik von Flug-
zeugen unter Beru¨cksichtigung von Nichtlinearita¨ten und Strukturelastizita¨t. Nichtlinea-
rita¨ten im Flugzeugverhalten haben zur Folge, dass klassische, linearisierende Analysever-
fahren nur fu¨r einen engen Bereich um den betrachteten Linearisierungspunkt Aussagen
zum Stabilita¨tsverhalten zulassen. Nichtlineare Effekte, wie Grenzzyklen oder mehrere
gleichzeitig mo¨gliche Gleichgewichtszusta¨nde sind somit nicht ohne weiteres erfassbar. Die
Einbeziehung der Strukturelastizita¨t in die dynamische Analyse gewinnt an Bedeutung,
sobald eine deutliche Trennung der Frequenzspektren von Starrko¨rper- und elastischer
Bewegung nicht mehr gegeben ist. Bei den aktuell geplanten Großflugzeugen ist genau
dies der Fall. Die vorgesehenen Spannweiten von ca. 80m bei sehr großen Abflugmassen
fu¨hren zu Struktureigenschwingungen, deren niedrigsten Frequenzen in der Gro¨ßenord-
nung der ho¨chsten Starrko¨rperfrequenzen liegen.
Zuna¨chst wurde daher in Kapitel 2 ein Verfahren zur nichtlinearen Analyse dynami-
scher Systeme vorgestellt (ASTAN-Verfahren). Bei dieser Methode wird in Anlehnung
an das Verfahren nach Reitenbacher davon ausgegangen, dass auch nichtlineare Systeme
analog zur linearisierenden Analyse in Form von Eigenwerten und Eigenvektoren cha-
rakterisiert werden ko¨nnen, wenn diese Kenngro¨ßen nicht als Konstanten, sondern als
Funktionen der Auslenkungsamplitude aus dem Gleichgewichtszustand bestimmt werden.
Die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Kenngro¨ßenverla¨ufe werden dabei anders als beim
Reitenbacher-Verfahren nicht mehr u¨ber ein Quadraturverfahren ermittelt, sondern direkt
aus den Differentialgleichungen des Systems und den Lo¨sungsansa¨tzen in Eigenformge-
stalt. Die Entwicklung der Kenngro¨ßenverla¨ufe u¨ber der Auslenkungsamplitude erfolgt
dabei iterativ durch schrittweises Lo¨sen der Bestimmungsgleichungen bei gleichzeitiger
Approximation der Kenngro¨ßenableitungen mit Hilfe der jeweils zuvor ermittelten Werte.
Die Anwendung dieser Methode mit ihren Randbedingungen sowie mo¨glichen Schwierig-
keiten wurden anhand des Modells eines Mehrmassenschwingers demonstriert. Es wurde
gezeigt, dass insbesondere eine geeignete Wahl der Parametrisierung sowie eine stetige
Modellierung der Nichtlinearita¨ten einen gu¨nstigen Einfluss auf des Konvergenzverhalten
des Verfahrens haben.
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Am Beispiel eines agilen Flugzeuges wurde der Einfluss von aerodynamischen Nicht-
linearita¨ten auf das Stabilita¨tsverhalten untersucht. Das Modell des agilen Flugzeuges
bleibt dabei auf die Freiheitsgrade der La¨ngsbewegung des starren Flugzeuges beschra¨nkt.
Die nichtlineare Analyse zeigt, dass die nichtlinearen Luftkra¨fte bei großen Anstellwin-
keln eine starke Abha¨ngigkeit der Eigenwerte von der Auslenkung aus dem untersuchten
Gleichgewichtszustand bewirken. Die beobachteten A¨nderungen im Eigenverhalten, wie
z.B. das Anstreben zusa¨tzlicher Gleichgewichtspunkte oder Grenzzyklen zeigen eine gute
U¨bereinstimmung mit den Ergebnissen aus Bifurkationsanalysen.
Die Beru¨cksichtigung elastischer Strukturverformungen bei der Analyse der Dynamik
des Flugzeuges wurde anhand des Beispiels eines Großflugzeuges mit vier flexiblen Flu¨gel-
freiheitsgraden demonstriert. Die Einbeziehung des elastischen Verhaltens erfordert die In-
tegration des elastischen Modells in die Bewegungsgleichungen des Flugzeuges. Durch die
Beschreibung der Strukturbewegung mittels Eigenschwingungsformen und die Wahl eines
geeigneten, nicht fest mit der Flugzeugstruktur verbundenen ’mittleren’ Koordinatensy-
stems zur Aufstellung der Starrko¨rperbewegungsgleichungen kann die inertiale Kopplung
zwischen Struktur- und Starrko¨rperbewegung weitgehend aufgehoben werden. Die Kopp-
lung von Struktur- und Starrko¨rperbewegung la¨sst sich so auf angreifende a¨ußere Kra¨fte
reduzieren. Als Ergebnis liegen die vollsta¨ndigen gekoppelten Bewegungsdifferentialglei-
chungen des Flugzeuges in einer u¨bersichtlichen Form vor.
Die Analyse der flexiblen Flugzeugkonfiguration zeigt einen deutlichen Einfluss der fle-
xiblen Freiheitsgrade auf die Starrko¨rperschwingungsformen der La¨ngsbewegung. Je na¨her
die Frequenzen der elastischen Schwingungen an denen der Starrko¨rperschwingungen lie-
gen, desto gro¨ßer ist die Abweichung in den Eigenwerten zwischen dem flexiblen und dem
als starr angenommenen Flugzeug. Die nichtlineare Analyse zeigt allerdings, dass die Ei-
genwerte der Starrko¨rperbewegung sowohl beim flexiblen als auch beim starren Flugzeug
selbst bei großen Auslenkungen aus dem Gleichgewichtspunkt nur geringe A¨nderungen
erfahren. Das dynamische Verhalten des Großflugzeuges ist somit weitgehend linear. Le-
diglich bei der Spiralbewegung zeigt sich eine qualitative A¨nderung des Eigenverhaltens
durch einen Wechsel des Vorzeichens des Eigenwertes bei großer Auslenkung. Die instabile
Spiralbewegung wird daher ab einer bestimmten Auslenkung zu einer stabilen Bewegung
in einem neuen Gleichgewichtspunkt.
Abschließend wurde der nichtlineare Einfluss eines einfachen Regelsystems zur Verbes-
serung der Flugeigenschaften mittels Zustandsvektorru¨ckfu¨hrung untersucht. Dabei zeigt
der nichtlinear modellierte Stellantrieb des Regelsystems fu¨r die Anstellwinkelschwingung
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aufgrund seiner begrenzten Laufgeschwindigkeit einen qualitativen Einfluss auf das dy-
namische Verhalten des Flugzeuges. Wie beim ungeregelten Flugzeug sind die absoluten
A¨nderungen von Da¨mpfung und Frequenz bei realistischen maximalen Stellgeschwindig-
keiten allerdings selbst bei großen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage gering.
Die Untersuchungen mit dem ASTAN-Verfahren liefern Ergebnisse, die u¨ber die mit
Hilfe von anderen Analysemethoden zu erlangenden Informationen hinausgehen. Es er-
laubt quantitative Stabilita¨tsaussagen auch abseits der Lo¨sungszweige eines Bifurkati-
onsdiagrammes. Damit kann das Verfahren einen wertvollen Beitrag zum Versta¨ndnis
des Verhaltens von nichtlinearen Systemen leisten. Die Analyse des geregelten Flugzeu-
ges zeigte bei Auslenkung aus dem Bezugsflugzustand einen nichtlinearen Einfluss des
Regelsystems auf das Stabilita¨tsverhalten des Flugzeuges. Fu¨r ku¨nftige Untersuchungen
bietet sich daher an, diesen Einfluss im Entwurfsprozess nichtlinearer Reglerstrukturen
zu beru¨cksichtigen. Damit ko¨nnten die dynamischen Charakteristiken des geregelten Sy-
stems auch weit abseits des Auslegungspunktes sichergestellt werden. Mit dem vorgestell-
ten Verfahren liegt ein geeignetes Werkzeug vor, um das nichtlineare Verhalten mit in den
Reglerentwurfsprozess zu integrieren.
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A Kraft- und Momentenbeiwerte
A.1 Starrko¨rperfreiheitsgrade
A.1.1 Kra¨fte
A = q¯ S
[
CA0 + CAαα + CApp+ CAqq + CAηη +
∞∑
i=1
(CAqiqi + CAq˙i q˙i)
]
(A.1)
CA0 =
1
S
∫ b
2
− b
2
(cA0 + cAαis)l dy + CA0Rumpf (A.2)
CAα =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAαl dy + CAαRumpf (A.3)
CAp =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
y
u
l dy (A.4)
CAq =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
xe + xs
u
l dy + CAqRumpf (A.5)
CAqi =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAαφ
t
i l dy (A.6)
CAq˙i =
1
S
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
φbi l dy (A.7)
W = q¯ S
[
CW0 + CWαα + CWα2α
2 + CWpp+ CWqq + CWηη
+
∞∑
i=1
(CWqiqi + CWq˙i q˙i)
] (A.8)
CW0 =
1
S
∫ b
2
− b
2
(cW0 + cWαis)l dy + CW0Rumpf (A.9)
CWα =
1
S
∫ b
2
− b
2
cWαl dy + CWαRumpf (A.10)
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CW
α2
=
1
S
∫ b
2
− b
2
cW
α2
l dy + CW
α2
Rumpf (A.11)
CWp =
1
S
∫ b
2
− b
2
cWα
y
u
l dy (A.12)
CWq =
1
S
∫ b
2
− b
2
cWα
xe + xs
u
l dy + CWqRumpf (A.13)
CWqi =
1
S
∫ b
2
− b
2
cWαφ
t
i l dy (A.14)
CWq˙i =
1
S
∫ b
2
− b
2
cWα
1
u
φbi l dy (A.15)
Q = q¯ S
[
CQββ + CQpp+ CQrr + CQζζ + CQξξ +
∞∑
i=1
(CQqiqi + CQq˙i q˙i)
]
(A.16)
CQβ =
1
S
∫ b
2
− b
2
cQβ l dy + CQβRumpf (A.17)
CQp = CQpRumpf (A.18)
CQr = CQrRumpf (A.19)
CQqi =
1
S
∫ b
2
− b
2
cQαφ
t
i l dy (A.20)
CQq˙i =
1
S
∫ b
2
− b
2
cQα
1
u
φbi l dy (A.21)
A.1.2 Momente
L = q¯ S
b
2
[
Clββ + Clpp+ Clrr + Clζζ + Clξξ +
∞∑
i=1
(Clqiqi + Clq˙i q˙i)
]
(A.22)
Clβ = ClβRumpfClp = −
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cAα
y2
u
l dy (A.23)
Clr =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
clr l dy (A.24)
Clqi =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cAαφ
t
i y l dy (A.25)
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Clq˙i =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
φbi y l dy (A.26)
M = q¯ S l¯
[
Cm0 + Cmαα + Cmpp+ Cmqq + Cmηη +
∞∑
i=1
(Cmqiqi + Cmq˙i q˙i)
]
(A.27)
Cm0 =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
[
cm0 + (cA0 + cAαis)
(
xe + xs
l
)]
l2 dy + Cm0Rumpf (A.28)
Cmα =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs) l dy + CmαRumpf (A.29)
Cmp =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
y (xe + xs)
u
l dy (A.30)
Cmq =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
(xe + xs)
2
u
l dy + CmqRumpf (A.31)
Cmqi =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs)φ
t
i l dy (A.32)
Cmq˙i =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
(xe + xs)
u
φbi l dy (A.33)
N = q¯ S
b
2
[
Cnpp+ Cnrr + Cnζζ + Cnξξ +
∞∑
i=1
(Cnqiqi + Cnq˙i q˙i)
]
(A.34)
Cnp =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cWα
y2
u
l dy (A.35)
Cnr =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cnr l dy + CnrRumpf (A.36)
Cnqi =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cWαφ
t
i y l dy (A.37)
Cnq˙i =
2
Sb
∫ b
2
− b
2
cWα
1
u
φbi y l dy (A.38)
A.2. Elastische Freiheitsgrade 105
A.2 Elastische Freiheitsgrade
Ai = q¯ Sl¯
[
CAi0 + C
Ai
α αv + C
Ai
p p+ C
Ai
q q +
∞∑
j=1
(CAiqj qj + C
Ai
q˙j
q˙j)
]
(A.39)
CAi0 = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
(cA0 + cAαis)φ
b
i l dy (A.40)
CAiα = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAαφ
b
i l dy (A.41)
CAip = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
y
u
φbi l dy (A.42)
CAiq = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
xe + xs
u
φbi l dy (A.43)
CAiqi = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAαφ
t
j φ
b
i l dy (A.44)
CAiq˙i = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
φbj φ
b
i l dy (A.45)
Bi = q¯ Sl¯
[
CBi0 + C
Bi
α αv + C
Bi
p p+ C
Bi
q q +
∞∑
j=1
(CBiqj qj + C
Bi
q˙j
q˙j)
]
(A.46)
CBi0 =
1
Sl¯
∫ b
2
b
2
(cA0 + cAαis)xs φ
t
il dy (A.47)
CBiα = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα xs φ
t
il dy (A.48)
CBip =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
y
u
xs φ
t
il dy (A.49)
CBiq =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
xe + xs
u
xs φ
t
il dy (A.50)
CBiqi =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα xs φ
t
j φ
t
il dy (A.51)
CBiq˙i =
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
xs phi
b
j φ
t
il dy (A.52)
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Ci = q¯ Sl¯
[
CCi0 + C
Ci
α αv + C
Ai
p p+ C
Ci
q q +
∞∑
j=1
(CCiqj qj + C
Ci
q˙j
q˙j)
]
(A.53)
CCi0 = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
(cA0 + cAαis) (xe + xs)φ
t
i l dy (A.54)
CCiα = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs)φ
t
i l dy (A.55)
CCip = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
y
u
(xe + xs)φ
t
i l dy (A.56)
CCiq = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
xe + xs
u
(xe + xs)φ
t
i l dy (A.57)
CCiqi = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα (xe + xs)φ
t
j φ
t
i l dy (A.58)
CCiq˙i = −
1
Sl¯
∫ b
2
− b
2
cAα
1
u
(xe + xs)φ
b
j φ
t
i l dy (A.59)
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B Daten des flexiblen Flugzeuges
B.1 Kraftbeiwerte
A W Q
0 CA0 0.3 CW0 0.0649 — —
α,β CAα 4.9088 CWα 0.6165 CQβ −0.3219
α2 — — CWα2 2.4527 — —
p CAp 0.0 CWp 0.0 CQp −0.05
q,r CAq 0.4984 CWq 0.0536 CQr 0.1271
η,ξ CAη 0.0 CWη 0.0 CQξ 0.0
ζ — — — — CQζ 0.244
q1 CAq1 0.0 CWq1 0.0 CQq1 0.0
q2 CAq2 0.0 CWq2 0.0 CQq2 0.0
q3 CAq3 0.0 CWq3 0.0 CQq3 0.0
q4 CAq4 1.2318 CWq4 0.2151 CQq4 0.0
q˙1 CAq˙1 0.5951 CWq˙1 0.1039 CQq˙1 0.0
q˙2 CAq˙2 0.0918 CWq˙2 0.0160 CQq˙2 0.0
q˙3 CAq˙3 0.3080 CWq˙3 0.00538 CQq˙3 0.0
q˙4 CAq˙4 0.0 CWq˙4 0.0 CQq˙4 0.0
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B.2 Momentenbeiwerte
L M N
0 — — Cm0 −0.04 — —
α,β Clβ −0.2585 Cmα −6.3 Cnβ 0.0735
p Clp −1.5 Cmp 0.0 Cnp −0.0091
q,r Clr 0.0969 Cmq −1.3111 Cnr −0.0027
η,ξ Clξ −0.1 Cmη −2.0 Cnξ 0.0
ζ Clζ 0.0320 — — Cnζ −0.206
q1 Clq1 0.0 Cmq1 0.0 Cnq1 0.0
q2 Clq2 0.0 Cmq2 0.0 Cnq2 0.0
q3 Clq3 0.0 Cmq3 0.0 Cnq3 0.0
q4 Clq4 −0.4589 · 10
−16 Cmq4 0.3371 Cnq4 0.5736 · 10
−17
q˙1 Clq˙1 −0.1530 · 10
−15 Cmq˙1 0.1527 Cnq˙1 −0.1338 · 10
−16
q˙2 Clq˙2 0.0459 · 10
−15 Cmq˙2 0.0158 Cnq˙2 −0.1147 · 10
−16
q˙3 Clq˙3 0.0918 · 10
−15 Cmq˙3 0.0909 Cnq˙3 −0.1147 · 10
−16
q˙4 Clq˙4 0.0 Cmq˙4 0.0 Cnq˙4 0.0
B.3 Elastische Beiwerte
Q1 Q2
(·) CA1(·) C
B1
(·) C
C1
(·) C
A2
(·) C
B2
(·) C
C2
(·)
0 −0.0050 0.0 0.0 −0.0008 0.0 0.0
α −0.0573 0.0 0.0 −0.0088 0.0 0.0
p 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q 0.0381 0.0 0.0 −0.0019 0.0 0.0
q1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q4 −0.0520 0.0 0.0 −0.0170 0.0 0.0
q˙1 −0.0344 0.0 0.0 −0.0171 0.0 0.0
q˙2 −0.0171 0.0 0.0 −0.0170 0.0 0.0
q˙3 −0.0106 0.0 0.0 −0.0097 0.0 0.0
q˙4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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Q3 Q4
(·) CA3(·) C
B3
(·) C
C3
(·) C
A4
(·) C
B4
(·) C
C4
(·)
0 −0.0026 0.0 0.0 0.0 0.0087 −0.0010
α −0.0296 0.0 0.0 0.0 0.1000 0.0
p 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q 0.0316 0.0 0.0 0.0 −0.0931 0.0
q1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
q4 −0.0107 0.0 0.0 0.0 0.0660 0.0
q˙1 −0.0106 0.0 0.0 0.0 0.0355 0.0
q˙2 −0.0097 0.0 0.0 0.0 0.0073 0.0
q˙3 −0.0163 0.0 0.0 0.0 0.0070 0.0
q˙4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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